Systém vztahu obecné pruznosti

Zobecnény Hooketiv zakon

V PPI se fesily tlohy pruznosti u prutd. Pro feSeni posuvl napéti a pretvofeni obecného 3D
téleso je tfeba sestavit a fesit systém vztaht obecné pruznosti. Jeho feSeni mize byt
realizovano piistupem:

e diferencialnim — feSeni soustavy diferencialnich rovnic,

® variaCnim — vyjadieni energetické veliCiny a hledani jejiho extrému pomoci variaéniho
poctu.
Material povazujeme za kontinuum (homogenni, izotropni, linearn¢ elastické), jehoz
vlastnosti jsou popsany globalnimi elastickymi parametry (E, p) a dal§$imi materidlovymi
parametry (o, opi, 6c, Kic...)a diferencialni rovnice sestavujeme na zaklad¢é uvolnéni
trojndsobné¢ elementarniho prvku.



Nejdilezitéjsi vlastnosti tenzoru napéti (opakovani PPI):

1.
2.

3.

Lze jej zapsat ¢tvercovou matici 3 X 3.

Z této matice Ize urcit slozky napéti v libovolné roviné tedy i souradnice tenzoru

Vv libovolné souf. soustavé.

Pti pootaceni elem. hranolku Ize nalézt polohu, kdy smykova napéti ve vSech tiech
vzajemn¢ kolmych rovinach jsou nulova; normalova napéti se pak nazyvaji hlavnimi
napétimi.

Hlavni sméry tenzoru jsou vzajemné kolmé; pouze v ptipad¢, ze dveé hlavni slozky
jsou stejné, pak ptislusné hlavni sméry mohou svirat libovolny thel.

Hlavni napéti Ize urcit z charakteristické rovnice tenzoru napéti, coz je algebraicka
rovnice 3, stupné se tfemi realnymi kofeny; jejimi koeficienty jsou invarianty tenzoru
nap¢ti.

Tenzor napéti 1ze graficky znazornit v Mohrové rovin€, coz ndm umoziuje snadno
urcit minimalni a maximalni hodnoty normélového 1 smykového napéti.

Jsou-li nékteré slozky tenzoru nulové, piip. stejné, dostdvame zvlastni typy napjatosti:
rovinnd (dvouosd), jednoosa, rovinna rovhomérna, prutova, smykova, trojosa
rovnomérna atd.

Tenzor napéti Ize rozlozit na deviatorovou a rovnomérnou (kulovou) Cast.
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Tenzor pretvoreni
odvozeni geometrickych vztahti
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vlastnosti tenzoru pretvoreni:

Lze jej zapsat ¢tvercovou matici 3 X 3.

Z této matice lze urcit slozky pietvoteni v libovolné roving tedy i soufadnice tenzoru
Vv libovolné souf. soustavé.

Pti pootaceni elem. hranolku lze nalézt polohu, kdy thlova ptetvoieni ve vSech tfech
vzajemn¢ kolmych rovinach jsou nulova; délkova piretvoieni se pak nazyvaji hlavnimi
pretvoienimi.

Hlavni sméry tenzoru jsou vzajemné kolmé; pouze v ptipad¢, ze dveé hlavni slozky
jsou stejné, pak ptislusné hlavni sméry mohou svirat libovolny thel.

Hlavni pfetvoteni lze urcit z charakteristické rovnice tenzoru pietvoreni, coz je
algebraicka rovnice 3, stupné se tfemi realnymi koteny; jejimi koeficienty jsou
invarianty tenzoru pietvoreni.

Tenzor ptfetvoreni lze graficky znazornit v Mohrové roviné, coz ndm umoziuje snadno
ur¢it minimalni a maximalni hodnoty délkovych i tthlovych ptetvoteni.

Jsou-li nékteré slozky tenzoru nulové, piip. stejné, dostavame zvlastni deformacni
stavy v bod¢: rovinny (dvouosy), jednoosy, smykovy , trojosy rovnomérny atd.
Tenzor pietvoreni lze rozlozit na deviatorovou (tvarovou) a rovnomérnou (kulovou,
objemovou) ¢ast.
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Zakladni typy rovnic obecné pruznosti:

1. Cauchyho rovnice rovnovahy elementarniho prvku:

a) Vnitiniho:.
) oo, 07, Or
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Prvek ma tvar Sestisténu (hranolu, krychle), mérna objemova sila v téchto rovnicich mtize byt
gravitacni, setrvacnd, elektromagneticka aj.

b) Hraniéniho: y
P =0,.0,+7,.0,+7T,., % %
= P
P, =Ty & +0,.a,+7,.Q, > oy
0
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Prvek ma tvar Ctyi'sténu, jehoz jedna sténa je soucasti povrchu télesa. Je-li tento povrch
nezatizeny, pak pfislusny tlak je roven nule.

2. Geometrické vztahy:
Parcialni diferencialni rovnice, které vyjadiuji slozky tenzoru pietvoreni jako funkce posuvi.

3. Fyzikalni (konstitutivni) vztahy:
Vyjadiuji vzajemné zavislosti mezi slozZkami tenzorii napéti a pretvoreni. V linearni PP se
jedna o Hooketliv zékon (zobecnény).



Zobecnény Hooketiv zakon
Plati pro homogenni izotropni linearné pruzny material. Takovy materidl nazyvame pak
Hookeovsky.
Nejsnadnéji se odvodi pomoci principu superpozice na zakladé jednoosého zatizeni ve tiech
vzajemn¢ kolmych smérech. Pro explicitné vyjadiena pietvoreni plati:

8X=%.[C7X—(,UO'),+,UGZ)] 7Xy:é'rxy

gy :é'[ay_(:uax_i_/uaz)] Y x2 :é'z—xz

£, 21.[62 —(,uax +uo, ] Yy =£.Tyz
E G

Inverzni vztahy (s explicitné vyjadfenymi napétimi) maji tvar (ptiklad pro jednu slozku
normalového napéti):

o, :%.{5X+ a (8X+€y+8z)j|

1-2u
Zavedenim novych elastickych konstant dostaneme:
o, =2G.g, + e Ty =Gy
o, =2G.¢,+ e 7, =Gy,
o,=2G.g, +1e 7, =Gy,
E Eu
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Casto budeme pouzivat Hookellv zikon v maticovém tvaru nebo specialni tvary Hookeova
zakona pro rovinnou napjatost a rovinny stav deformace; odvodime také tvar pro
smykovou napjatost.



Energie napjatosti (=potencialni energie pruzné deformace) se ziska integraci mérné energie
napjatosti ptes objem vysetfovaného télesa.

Okrajové podminky jsou nutné pro feSeni diferencidlnich rovnic. Mohou byt dvojiho typu:
e deformacni (pfedepsané posuvy v nékterych bodech povrchu télesa)
e silové (predepsan tlak na ¢asti povrchu télesa). Tato podminka plati i pro volny povrch
télesa (tlak je nulovy).

Shrnuti:

Vystupnimi hodnotami jsou nezéavislé funkce obecné pruznosti, tedy:
e posuvy (vektor posuvii u se slozkami u, v, w),
e pietvofeni (tenzor pietvoreni T, S nezavislymi slozkami &y, &y, €2, Yxy» Vyz> Yxz):
e napéti (tenzor napéti T, S nezavislymi slozkami oy, Gy, 6z, Txy, Tyz, Txz)-

Téchto 15 neznamych funkci se fesi analyticky pomoci systému rovnic obecné pruznosti,
ktery sestava z:
e rovnic statické rovnovahy elementarniho prvku — 3 parcidlni diferencialni rovnice,
e rovnic geometrickych — 6 parcialnich diferencialnich rovnic,
e rovnic Hookeova zdkona — 6 linearnich algebraickych rovnic.



Zikladni iloha obecné pruZnosti

je formulovéna jako tzv. Vstupy: geometrie, material, vazby, zatiZeni.
prima uloha (vstupy —vystupy). Vystupy: posuvy, napéti, pretvoreni.
Kirchhoff dokazal jednozna¢nost feseni pfimych tloh obecné pruznosti.

Inverzni uloha: na zéklad¢ znalosti nékterého vystupniho parametru (napt. dovolené napéti)
se vypocita néktery ze vstupnich parametrti (rozmér, pozadovand pevnost materialu, piipustné
zatizeni apod.). ReSeni t&chto uloh neni jednoznaéné, postup byva obecné numericky
nestabilni, Spatna podminénost.

Optimalizaéni tloha: vstupni parametry se méni tak, aby bylo dosazeno extrémni hodnoty
optimaliza¢ni veli¢iny (napf. minimalni hmotnosti, maximalni unosnosti apod.)

Varianty reSeni systému rovnic obecné pruznosti:

se lisi podle toho, které z neznamych funkci zvolime za zékladni.

Deformacni varianta:

postupujeme od posuvil k pretvorenim a od nich k napétim. Tato varianta je nejpouzivanéjsi
jak pfi analytickém, tak pfi numerickém (varia¢nim) feSen.

Silova varianta:

postupujeme od napéti k pretvorenim a posléze posuviim. Malo pouzivand. Pro zajisténi
spojitosti feSenych funkci posuvi potiebuje dalsi rovnice- rovnice kompatibility (spojitosti
deformace) — viz skripta str. 25.



Piistupy k FeSeni primého problému obecné pruZnosti

Diferencialni pristup Varia¢ni pristup

Deformacni varianta Silova varianta Hybridni varianta
Analytické FeSeni Numerické reSeni

Analytické FeSeni

Vyhody: pokud existuje v uzavieném tvaru, lze vyjadfit funkéni zavislost mezi vstupy a
vystupy a fesit snadno inverzni i optimalizac¢ni ulohy.

Nevyhody: jen malo praktickych problémil mé analytické feSeni.

Numerické FeSeni

Vyhody: se sou¢asnymi moznostmi vypocetni techniky lze fesit prakticky libovoln¢ slozité
problémy z hlediska geometrie, materidlového chovani.

Nevyhody: casova naro¢nost tvorby modelu, nezname spojitou zavislost mezi vstupy a
vystupy, vysledky se tézko zobeciiuji; nelze ptimo fesit inverzni nebo optimalizacni tlohy.

Diferencialni deformacni pristup
geometrické vztahy — Hookeuv zakon — Cauchyho rovnice SR elementu
Dosadime-li geometrické vztahy do Hookeova zdkona a ten pak do Cauchyho rovnic

rovnovahy, dostaneme Lamého rovnice obecné pruznosti v posuvech (viz skripta str. 56);
jejich obecné feSeni neni zndmo.



