18. Metoda konecnych prvki

Mezi modernimi metodami napétoveé-deformacni analyzy dnes jednozna¢né dominuje metoda
kone¢nych prvkl (dale jen MKP), pouzivana i v jinych oblastech inzenyrskych vypoctl (vedeni tepla,
proudéni kapalin, elektfina a magnetismus). V oblasti mechaniky téles MKP umoziuje fesit tyto
zakladni typy uloh:

e Napétoveé deformacni analyza pii statickém, cyklickém i dynamickém zatézovani, vcetné
nejriiznéjsich nelinearnich tloh.
Vlastni i vynucené kmitani soustav s tlumenim i bez tlumeni
Kontaktni uloha pruznosti (rozlozeni stykového tlaku)
Stabilitni problémy (ztrata tvarové stability konstrukci)
Analyza stacionarniho i nestacionarniho vedeni tepla a urceni teplotni napjatosti (véetné
zbytkové).

MKP je zalozena na zcela jiném principu nez analytické metody pruznosti. Zatimco analytické metody
jsou zalozZeny na diferencialnim a integralnim poctu, MKP je zaloZena na obecné méné znamém poctu
varia¢nim, hledd minimum né&jakého funkcionalu.

Pozn.:

Funkce — zobrazeni mezi mnoZinami cisel. Je to tedy matematicky termin pro pravidlo, kterym
jednoznacné priradime néjaké ciselné hodnoté (z definicniho oboru funkce) jinou ciselnou hodnotu (z
oboru funkcnich hodnot).

Funkcional — zobrazeni z mnoziny funkci do mnoziny cisel. Je to tedy pravidlo, podle néhoz priradime
funkci na jejim definicnim oboru (nebo jeho casti) néjakou ciselnou hodnotu. Prikladem je urcity
integral funkce.

Zékladnim funkcionalem v deformaéné-napét'ové analyze pruznych téles je jejich energie napjatosti.
Je to prace spotiebovand na deformaci télesa, kterd je v piipad€ pruzné deformace vratna, tj. da se
z télesa pii navratu do ptivodniho nedeformovaného tvaru zpétné ziskat (pruziny). V souladu s definici
funkciondlu je to c¢iselnd hodnota, pfifazena napt. funkcim popisujicim deformacni posuvy
jednotlivych bodu télesa (jsou-li posuvy zakladnimi neznamymi funkcemi, jedna se o nejbéznéjsi, tzv.
deformacni variantu MKP). Pro libovolny deformovany tvar télesa je mozné tuto energii napjatosti
uréit z pretvofeni a napéti ve vSech bodech télesa. Pfi daném zatizeni a vazbach k okoli nemiize
v praxi téleso zaujmout libovolny tvar, nybrz jeho deformovany tvar je jednozna¢né definovan (s
vyjimkou nékterych stabilitnich problémi). Z riiznych moznych deformovanych tvart télesa je to ten
energeticky nejméné narocny, coz matematicky vyjadiuje tzv. vé€ta o minimu kvadratického
funkcionalu. Formuluje obecny pfirodni princip, Ze z moznych déju probéhne ve skutenosti vzdy
ten, Kjehoz uskuteénéni je zapotiebi minimalni energie (napf. ostii noze nebo sekery projde
materidlem vzdy cestou nejmensiho odporu). Z moznych deformovanych tvari télesa, odpovidajicich
definovanym okrajovym podminkdm (zatiZzeni, vazby), se proto realizuje ten, jenz je energeticky
nejméné naro¢ny. PiisluSnym energetickym funkcionalem, jehoz minimum wuréi skuteény
deformovany tvar télesa, je celkova potencialni energie télesa I1, definovana jako rozdil energie
napjatosti télesa W a potencialu vnéjsiho zatizeni P.
[I=W-P

Celkova potencialni energie télesa je samoziejmé funkci posuvil jeho jednotlivych bodl. Variacni
metody matematiky pak umozinuji najit minimum funkcionalu, tedy nalézt takovy tvar, v némz bude
pti danych okrajovych podminkach funkcional IT nejmensi a ktery se proto ve skutecnosti jako jediny
realizuje. Z deformac¢nich posuvt jednotlivych bodd v tomto stavu télesa pak je mozno uréit slozky
tenzoru pretvofeni a znich pomoci konstitutivnich vztahit (pfi znamych materidlovych
charakteristikach) nasledné slozky tenzoru napéti.

Prakticky vypocet probiha tak, Ze za pomoci pocitatového programu pro pfipravu vstupnich dat
(preprocesingu) se vytvofi geometricky model télesa nebo soustavy, ktery se spojité, tj. beze zbytku,
rozdéli na prvky konecnych rozméru. Zakladnim prvkem v roviné je ctyfuhelnik, v prostoru pak
Sestistén (anglicky brick = kostka, cihla), nékdy je nutné pouzit zjednodusené tvary prvku (trojuhelnik,



Ctyfstén). Rohy téchto prvki, pripadné nékteré dalsi vyznacné body, jsou uzlovymi body, v nichZ se

R

urcuji nezndmé hodnoty posuvil, strany (hrany) prvkla vytvareji sit’, jejiz hustota je rozhodujici pro
presnost vysledkll. Hrany prvki jsou obvykle piimé, ale pomoci kvadratickych prvka lze realizovat i
zakiivené. Kvadratické prvky maji krom¢ rohovych uzli jesté dalsi uzly uprostfed stran (resp. hran),
¢imz dostavame v roving prvek osmiuzlovy a Vv prostoru prvek (brick) dvacetiuzlovy. Tyto prvky 1épe
vystihuji lokalni koncentraci napéti i pti pouziti hrubé sité (viz nasledujici obrazky a tabulka).
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Typ prvku Hustota sit€ | vypoctené max. napéti [MPa]
linedrni - Ctyfuzlovy hruba 1,28
linedrni — Ctytuzlovy jemna 1,67
kvadraticky - osmiuzlovy |hruba 1,59
kvadraticky - osmiuzlovy |jemna 1,67

Tabulka uvadi hodnoty maximalniho napéti v kofeni vrubu (osazeni hiidele) pti tahovém namahani,
vypoctené s ruznymi typy prvkll pro hrubou a jemnou sit’ podle obrazku. Vpravo je barevné
znazornéno rozlozeni nejvetsiho hlavniho napéti v prutu, ¢ervena barva odpovida nejvyssi hodnoté
napéti. Napéti ve sméru podélné osy hidele ma ve vrubu nominalni hodnotu 1 MPa, maximalni 1,676
MPa. Z tabulky je zfejmé, ze v piipad€ jemné sit€¢ davaji oba typy prvkil spravné vysledky, pro hrubou
sit’ je pfi pouziti linearnich prvka chyba mnohem vétsi, nez pii pouziti prvkt kvadratickych.

Bodu, ve kterych urcujeme posuvy, nemiize byt v praxi samoziejmé nekonecné mnoho. Hustotu sité
téchto bodl voli vypoctar na zéklad¢ své zkuSenosti. V ptipad¢ pfilis husté sit¢ trva feSeni piili§
dlouho, naopak prilis fidka sit’ mize vést k podhodnoceni napéti, jestlize u néj existuje vyrazny lokalni



extrém (napf. vrub). Soucasné programy zvladaji vice nebo méné kvalitn¢ automatickou tvorbu sitg,
ale témé&r vzdy tato sit’ klade vyrazné vyS$$i naroky na vypocétovy Cas a pamét’ pocitace, nez kdyz ji
vytvaii zkuSeny vypoctar. U trojrozmérné ulohy ptedstavuje kazdy uzlovy bod sité tii nezndmé
parametry, a to hodnoty jeho posuvii ve tfech smérech. Sou¢asné pocitae fesi bézné v rozumnych
vypoctovych casech tlohy o desetitisicich az statisicich nezndmych parametrech.

Vsem prvkiim je tfeba zadat konstitutivni parametry materialu (pro izotropni linearné elasticky
material modul pruznosti a Poissonovo ¢islo). Dale se definuji okrajové podminky (vazby, zatizeni),
které pro statickou tllohu musi zajistit jednoznac¢nou polohu télesa v prostoru. Zatizeni miize byt napft.
silové, deformacni nebo i teplotni (bud’ explicitné zadané nebo ziskané predchozim feSenim ulohy
vedeni tepla ve vySetfovaném télese).

Nasleduje spusténi fesice (solveru), coz je program, ktery na zakladé vstupnich hodnot sestavi a vyfesi
soustavu rovnic s neznamymi posuvy a z nich spocita ptetvoieni a napéti. Bez zadani vSech vstupnich
udaju nelze fesic spustit, takZze metodou kone¢nych prvki neni mozZné resit neprimé ulohy.

Posledni ¢asti programového systému je postprocesing, neboli program pro zpracovani vysledkd.
Umoziluje v nejriznéjSich podobach znazornit rozlozeni kterychkoli nezndmych parametri v télese
nebo zvolené podoblasti, stejné jako pocitat redukovand napéti nebo jiné hodnoty potfebné pro
posuzovani meznich stavii (napi. rozlozeni normalového napéti po prliezu prutu na nasledujicim
obrazku).
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Bodu, ve kterych uréujeme posuvy, nemize byt v praxi samoziejmé nekone¢né mnoho. Hustotu sité
téchto bodl voli vypoctai na zaklade své zkusenosti. V pripadé piili$ husté sité¢ trva feSeni prilis
dlouho, naopak ptilis fidka sit’ mize vést k podhodnoceni napéti, jestlize u néj existuje vyrazny lokalni
extrém. U trojrozmérné ulohy predstavuje kazdy uzlovy bod sité tfi nezndmé parametry, a to hodnoty
jeho posuvil ve tfech smérech. Soucasné pocitace fesi bézné v rozumnych vypocétovych ¢asech tlohy o
desetitisicich az statisicich nezndmych parametrech.

Dilezitym krokem ve vypoétovém modelovani s vyuzitim MKP je volba typu prvku. Radu
praktickych uloh lze fesit zjednodusen€, bez plného trojrozmérného modelu. Tyka se to naptiklad tloh
rovinnych nebo rota¢né symetrickych. U nich pouzivame k vytvofeni modelu MKP ¢tytthelniky,
pfip. trojuhelniky, jejichz vrcholy predstavuji uzlové body, v nichz se urcuji hodnoty obou slozek
posuvil. Témito prvky vypliujeme pouze rovinu, tloustka prvku je jednotkova nebo se da zvolit jina
konstantni hodnota. Posuvy, které je tieba znat v libovolném bodé télesa, se mezi uzlovymi body
nahrazuji né&jakou funkci (tzv. bazovou). Jsou-li bazové funkce linearni, je pribéh posuvii na hrané
prvku aproximovan piimkou. ProtoZe pfetvorfeni jsou dana derivaci posuvti (napf. vztahem g,=du/dx),
znamena to, ze hodnota ptetvoteni a v diisledku Hookova zakona i napéti je na kterékoli hrané prvku a
tedy i na celém prvku konstantni. Je-li proto rozmér prvku a gradient napéti v oblasti velky,
nedostaneme vibec extrémni hodnoty, ale pouze priméry pro jednotlivé prvky. Je proto téeba volit
rozméry prvkl natolik malé, aby rozdily napéti na jeho plose byly zanedbatelné. Z toho plyne, Ze ¢im



veétsi je v dané oblasti gradient napéti (zména hodnoty napéti v zavislosti na zméné polohy), tim hustsi
zde musi byt kone¢noprvkova sit’.

Pti zpracovani vysledkli nejsou prezentovany piimo vypocitané hodnoty, ale prubéhy jsou
matematickymi metodami upraveny do hladkych kiivek. Pravé rozdil mezi vypocitanymi a
vyhlazenymi pribéhy napéti mize byt méfitkem kvality konecnoprvkové sité. Pievedenim tohoto
rozdilu na rozdil v energiich napjatosti (zavislych na kvadratu napéti) se zbavime vlivu znaménka
v rozdilu napéti. Procentualni energeticka chyba, dana pomérem celkové energetické chyby sectené
na vSech prvcich sité k celkové energii napjatosti modelu, je parametrem umoznujicim zakladni
posouzeni, zda pouzitd konecnoprvkova sit’ byla dostate¢né husta.

Pro presnéjsi zjisténi extrémnich hodnot napéti se Casto pouziva i bazovych funkci kvadratickych,
které pribéh posuvil na hrané prvku nahradi kvadratickou funkci (parabolou). Derivace paraboly je
funkce lineérni, takze pribeh ptetvoreni a napé€ti na prvku jiz neni konstantni, ale linearni (na hrané
ptfimkovy). Tyto prvky lépe vystihnou lokalni extrémy. Pro definici paraboly ovSem potiebuji treti
uzlovy bod na hrané prvku, takze Ctyfuhelnikovy prvek tohoto typu obsahuje osm uzld, kromé
rohovych obvykle umisténych jesté uprostied jednotlivych hran. Pokud popiSeme funkci stejného fadu
(v daném ptipadé kvadratickou) i geometrii prvku (zakiivené hrany prvku, moznost vystizngjsiho
geometrického popisu zaktivenych tvartl), nazyvame takovy prvek izoparametrickym. Tuto
podminku splituje pfevazna vétsina prakticky pouzivanych prvki.

Vsechny rovinné prvky lze pouzit i pro feSeni tloh rotaéné symetrickych. Pak rovinnymi prvky
vypliiujeme pouze meridianovy fez, jehoz rotaci kolem osy vznikne rotaén¢ symetrické téleso. Protoze
formulace nékterych geometrickych rovnic je odlisna oproti rovinné tloze, je tfeba pomoci n¢jakého
programového piepinace zapnout feSeni v rotacni symetrii. Pfi stejné siti je feSeni co do naroki na cCas
a pamét stejné jako rovinné. Ale pozor, vysledna napjatost i hodnoty napéti a deformaci se od
rovinné ulohy diametralné lisi.

Pokud je jakymkoli zplisobem porusena rovinnost ulohy nebo jeji rotaéni symetrie (z hlediska
vstupnich hodnot ulohy PP, tedy nejen geometrie, ale i materidlu, vazeb a zatiZeni), je tfeba provadét
3D feSeni (v prostoru). Zakladnim prvkem pro prostorové ulohy je Sestistén, pripadné pétistén nebo
Styistén. Ctyfstén je nejvhodnéjsi pro automatické generovani sité, ktera vsak obvykle vede k vétsim
narokiim na pamét’ i vypoctovy cas. Sit’ ze Sestisténd musi obvykle vypoctar vytvaiet mapované, tzn.
podrobné volit a zadavat zplisob rozdeleni objemu télesa na jednotlivé prvky. Zakladni prostorové
prvky s linearnimi bazovymi funkcemi jsou osmiuzlové (uzly vrozich hranolu), Sestistén
S kvadratickymi bazovymi funkcemi ma kromé osmi rohovych uzld jesté 12 uzld uprostied hran, takze
se jedna o prvek dvacetiuzlovy.

Pro tenkosténné konstrukce se pro zjednoduSeni vypoctu pouzivaji specialni typy prvki. Protoze
z diivodli matematické stability feSeni nesméji byt prvky pfili§ nepravidelné (protahlé nebo zkosené, tj.
s vysokym pomérem jednotlivych stran nebo uhll), musely by se modely takovych obvykle
rozmérnych konstrukei vytvaret z vysokého poc¢tu velmi malych prvki a byly by pak vypoctové tézko
zvladnutelné. Pro dlouha $tihla t€lesa spliyjici s dostatecnou piesnosti prutové predpoklady je mozno
pouzit prvki prutovych, které jsou pouze jednorozmérné obvykle se dvéma uzly. Misto vypliovani
objemu prutu trojrozmérnymi prvky (nebo plochy v roviné prvky dvojrozmernymi) je cely prut
vytvoren z jednoho nebo nékolika malo prutovych prvki. Jejich formulace vychazi z analytické teorie
prutl a podléhaji proto stejnym omezenim jako analytické vypocty. Obvykle ani neumoziiuji vSechny
zakladni typy zatiZeni, ale pouze tah (tlak), pfipadné navic ohyb. Je na zkuSenosti vypoctare, aby
posoudil, pro které casti konstrukce je pouziti téchto prvkl pfijatelné. Pii tlakovém namahani
tenkosténné konstrukce zalezi na matematické formulaci prvku, zda je schopen postihnout ztratu
vzpérné stability. Ta je dtlezitym problémem pii pouzivani MKP, protoze idealizované matematické
modely jsou schopny setrvat v labilni rovnovaze bez ztraty vzpérné stability i v situacich, kdy je
Vv praxi takové chovani vylouceno.

Pro tenkosténné konstrukce se podobné pouZzivaji specidlni skoFepinové nebo deskosténové prvky,
jejichz matematicka formulace vychazi zase z analytické teorie skofepin, stén nebo desek, tedy
podobné jako u prutt zjistych piedpokladii o deformacich a rozloZeni napéti po relativné malé
tloust’ce télesa. Omezeni jsou opét stejna jako u analytickych teorii pro tato télesa, tyto prvky vSak na
rozdil od analytickych teorii umoziiuji fesit i obecnéjsi ulohy, nesplilujici podminky rotacni symetrie.
Dale existuji rizné specialni typy prvki. Jako ptiklady 1ze uvést prvky kontaktni, umoznujici fesit
silové plsobeni a deformace ve styku dvou téles, prvky teplotni, umoznujici fesit vedeni tepla v télese



a nasledné ze znalosti rozloZeni teploty také teplotni napjatost, nebo prvky trhlinové, umoziujici
fesit vysokou koncentraci napéti na ¢ele trhliny, potfebnou pro posouzeni rizika jejiho Sifeni metodami
lomové mechaniky.

Prehled zakladnich prvku podle tvaru:
e 2D prvky (rovinné, resp. rot. symetrické)
3D prvky (prostorové)
prutové prvky (pouze pro tah-tlak nebo i pro ohyb, ptip. krut)
skofepinové prvky
deskosténové prvky
specidlni prvky (kontaktni, trhlinové, se specialnimi konstitutivnimi vztahy apod.)

Dalsi rozdéleni prvki je podle materidlovych vlastnosti (konstitutivnich vztaht). Zakladni typy
prvkl samoziejmé vychazeji z predpokladu linearné elastického izotropniho materialu. U nékterych
komerc¢nich programovych systémli vSak umoziiuji i modelovani komplikovangj$itho chovani
materialu, jejich praktické pouzivani vsak jiz vyzaduje podrobné pochopeni matematického popisu
jejich vlastnosti (konstitutivnich vztahil) a zstava vyhrazeno skolenym specialistim.

Zakladni typy materialového chovani jsou nasledujici:

e anizotropni (elastické parametry jsou smérove zavislé, piikladem jsou monokrystaly, dievo,
vlaknové kompozity nebo vrstvené materialy)

o pruzné plastické (ocel po prekroceni meze kluzu) s riznym charakterem chovani nad mezi
kluzu (idealn€ pruzné plasticky material, riizné typy zpevnéni),

o nelinearné elastické (deformace jsou vratné, ale nelinearné zavislé na napéti),

o hyperelastické (vykazujici pruzné deformace fadu desitek az stovek procent, rovnéz
nelinearni),

o viskoelastické (deformace je i Casove zavisla, vykazuji teCeni, resp. relaxaci napéti),

o viskoplastické (jejich plasticka deformace je Casové zavisla) atd.

Nelinearni chovani fesi programové systémy MKP zjednodusen¢ feceno nejcastéji tim zpisobem, ze
rozlozi zatiZeni télesa na fadu zatéznych krokt tak malych, aby chovani v daném rozmézi bylo mozné
S dostate¢nou piesnosti linearizovat (naptiklad nelinedrni zavislost mezi napétim a pretvoienim
nahradime fadou ptimek). Zatizeni se pfidava v jednotlivych krocich, deformace a napjatost se pocita
linearné, ale dalsi prirtstek zatizeni se pridava na téleso (kone¢noprvkovou sit) jiz zdeformované,
pfipadné se zménénymi materidlovymi vlastnostmi. Takto se postupuje az do dosazeni konecné
hodnoty zatizeni. Kazdy ptirGstkovy krok zatizeni pfitom vyzaduje ne€kolik iteraci a doba vypoctu
byva proto Fadové vyssi nez u uloh linearnich. Pfipominame, Ze mezi nelinearni ulohy patii kromé
uloh s geometrickou (velké deformace) nebo materidlovou nelinearitou i ulohy kontaktni a ulohy
spojené se ztratou tvarové stability.



