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ABSTRAKT

U mnoha inzenyrskych konstrukci |ze pozorovat tvarové a jiné zmény, zptisobujici koncen-
traci napéti. V blizkosti koncentratorii napéti je zvysena pravdépodobnost vzniku trhlin.
Problémy trhlin Ize v dnesni dobé fesit pouze s vyuzitim odpovidajicich numerickych na-
stroji. Metoda hranicnich prvki je jeden z mnoha numerickych nastrojii nabizejici feseni
nékterych Gloh mechaniky a pruznosti a pevnosti. Cilem diplomové prace je formulovat
metodu hraniénich prvki pro rovinny problém linearni elastické pruznosti pro izotropni
material obsahujici riizné typy koncentratorl napéti.

KLICOVA SLOVA

Metoda hranicnich prvki, Fundamentalni feseni, Trhlina

ABSTRACT

There are many shape and other changes in the engineering constructions. These changes
cause the concentration of the stress. There is a higher probability of the crack initiation
in the vicinity of these stress concentrators. The problems of the crack can be solved
nowadays only with help of sufficient numeric tools. The Boundary Element Method
is one of the many numerical tools which offer the solution of some problems of the
mechanics. The goal of this diploma thesis is to formulate boundary element method for
the plane problem of the linear elasticity for izotropic material with different types of the
stress concentrators.
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UVOD

U mnoha inZenyrskych konstrukci lze pozorovat tvarové a jiné zmény, zptsobené
koncentraci napéti. V blizkosti koncentratori napéti je zvysend pravdépodobnost
vzniku trhlin. Sffenim trhliny muze dojit az k lomu télesa, proto je to nezanedba-
telny aspekt, na ktery musime brat zietel pii navrhovani soucasti. Nukleaci, iniciaci
a Sifenim trhlin v materialu se zabyva védni disciplina - lomova mechanika. Ta popi-
suje napéti pred ¢elem trhliny pomoci jednoho nebo vice parametrii. Jednim z téchto
parametri je materidlova charakteristika faktor intenzity napéti K , zavedené G. R.
Irwinem. Faktor intenzity napéti urcuje amplitudu pribéhu napéti v okoli ¢ela trh-
liny. Jeho hodnota tedy zcela definuje podminky u ¢ela trhliny. Problémy a tlohy
lomové mechaniky lze v dnesni dobé Fesit pouze s vyuzitim odpovidajicich numeric-
kych nastroji. Jednim z nich je napf. metoda hrani¢nich prvka.

Metoda hrani¢nich prvki je jeden z mnoha numerickych nastroji nabizejici fesent
nékterych tloh mechaniky a pruznosti a pevnosti. Na rozdil od metod postavenych
na diskretizaci celé zkoumané oblasti (napt. metoda koneénych prvki), je nejdilezi-
téjsi prednosti metody hrani¢nich prvki jeji schopnost interpretace vysledkt pouze
diskretizaci jeji hranice. Tato vlastnost je zna¢nou vyhodou zejména u problémt po-
pisujicich napjatost v okoli koncentratort typu otvoru, ostrého vrubu nebo trhliny.
Konvenc¢ni hrani¢ni prvky odvozené ze znalosti Greenovy funkce pro nekonecénou
oblast 1ze rozsitit pomoci analytickych metod stojicich napf. na teorii komplexnich
potenciali o fundamentalni feSeni problému poloroviny, rozhrani dvou materiali,
trhliny nebo inkluze.

Cilem ptedklddané prace je formulovat metodu hrani¢nich prvka pro rovinny
problém linearni elastické pruznosti pro izotropni materidl obsahujici rtzné typy
koncentratori napéti a nasledné na rovinny problém lomové mechaniky. Bude stu-
dovan jak vliv diskretizace vnéjsi hranice oblasti, tak diskretizace hranice danych
koncentratori na presnost feseni, prip. budou studovany moznosti jejich zavedeni

pifimo do fundamentalniho feSeni, véetné vlivu rozhrani s jinym materialem.



1 PROBLEMOVA SITUACE

Tato tvodni kapitola se zabyva vytvorenim systému podstatnych veli¢in, analyzou
problémové situace a formulaci problému. Jde o zvazeni a rozvrzeni postupu fe-
Seni problému, rozhodnuti o tom, co je pro feSeni problému diilezité a co je mozné
zanedbat. Vice o této problematice lze nalézt v [2]. V mnoha inzenyrskych kon-
strukcich je mozné pozorovat tvarové a jiné zmeény zpusobené koncentraci napéti.
V blizkosti koncentratori je zvySena pravdépodobnost vzniku a Sifeni trhlin. Touto
problematikou se zabyva védni disciplina - lomova mechanika. Regenf problémii lo-

mové mechaniky se neobejde bez adekvatnich numerickych nastroju.

Analyza problémové situace

V [2] je Feceno, ze analyza problémové situace by méla vést k vytvoreni dostatecné
poznatkové, nazorové a zkuSenostni béze pro formulaci problému. V souvislosti s

touto diplomovou praci tvori tuto bazi predevsim zdroje literatury.

Formulace problému

Podle definice problému dle [2] je problém subjektem naformulované to podstatné
z problémové situace, co vyzaduje TeSeni. Na zakladé popisu a analyzy problé-
mové situace lze definovat problém: Vyuziti metody hrani¢nich prvka (MHP) pii

deformac¢né-napétové analyze objektu obsahujici koncentrator napéti.

Formulace cili problému

V souvislosti s formulaci problému byly definovény cile préace jako:

e Seznadmeni se s teoretickymi zaklady MHP

e Aplikace metody hrani¢nich prvkii na rovinny problém lomové mechaniky
Dil¢im cilem aplikace MHP na rovinny problém lomové mechaniky je aplikace MHP
na rovinny problém linearni elastické pruznosti pro izotropni material obsahujici

rizné typy koncentratori napéti

1.1 Systém podstatnych veli¢in

Vytvarenim systému podstatnych veli¢in je vytvafena mnozina vseho podstatného,
co souvisi s FeSenim problému na piislusném objektu. Systém podstatnych veli¢in

vytvari na objektu soustavu nékolika podmnozin. Vice v [2]



Objektem je v ramci prace téleso, popt. ¢ast télesa obsahujici koncentrator na-
peti.
Podmnozina S1 - geometrie a topologie objektu

Tato podmnozina obsahuje objektové veli¢iny charakterizujici strukturu, topologii
a geometrii objektu. Podstatnymi veli¢inami jsou rozméry hranice objektu a dale
poloha a tvar koncentratoru

Podmnozina S2 - vazby objektu s okolim

Tato podmnozina obsahuje vazbové veli¢iny popisujici podstatné vazby s okolim,na
nichz probihaji interakce. V tomto pripadé jsou podstatné kinematické vazby popi-
sujici ulozeni objektu.

Podmnozina S3 - aktivace entity s okolim

V praci bude tato podmnozina omezena na silové zatizeni objektu. Aktivaci objektu
muze byt deformace ¢i vznik napjatosti.

S4 - ovliviiovani objektu

Tato podmnozina obsahuje ovlivijici veli¢iny ptsobici z okoli na objekt a ovliviujici
na ném probihajici procesy. Vliv okoli na objekt je vytvaren pomoci vazeb.

S5 - vlastnosti objektu

Do této podmnoziny patii geometrické, strukturni, fyzikalni, mechanické a jiné ve-
liciny vyjadrujici vlastnosti objektu. Z tohoto hlediska jsou podstatné materialové
konstanty izotropniho, homogenniho a linedrné pruzného materialu E - Youngiv
modul pruznosti v tahu a Poissonova konstanta v.

S6 - procesy a stavy

Prazdna mnozina, nebot se zabyvame problémem na tirovni mechaniky kontinua.

S7 - projevy objektu

P1i zatizeni télesa je jeho projev dan vektorem posuvu, tenzorem pretvoreni a ten-

zorem napéti vSech bodu objektu.

S8 - dusledky projevi

Dtsledkem projevi muze byt vznik a Siteni trhliny a dosazeni mezniho stavu lomu.
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2 VYVOJ METODY HRANICNICH PRVKU

Prvni zminky o metodé hrani¢nich prvki sahaji do 19. stoleti. George Green [3]
se jako jeden z prvnich zabyval metodami pro feSeni problémi matematické fyziky.
V roce 1828 formuloval integralni vyjadieni feseni Laplaceovy rovnice pro Dirichle-
tiv a Neumanniv problém zavedenim tzv. Greenovy funkce. Enrico Betti [4] prezen-
toval v roce 1872 zobecnénou metodu pro integraci rovnic pruznosti a odvozeni jejich
feSeni v integralni formé. Toto zobecnéni je v podstaté rozsifeni Greenova pristupu
na Navierovy rovnice pruznosti. V roce 1885 Carlo Somigliana [5] pouzil Bettiho
recipro¢ni teorém k odvozeni integralniho vyjadieni feSeni pro problém pruznosti,
véetné vyrazi pro objemové sily, hranié¢ni posuvy a hrani¢ni pole napéti.

Za zakladatele metody hrani¢nich prvka vsak byva c¢asto povazovan svédsky mate-
matik Erik Ivar Fredholm [6]. Na pocatku 20. stoleti byl prvnim ¢lovékem, ktery
pouzil singularni hrani¢ni integralni rovnice za ticelem stanoveni neznédmych hra-
ni¢nich veli¢in v teorii potencialii. Ve skutecnosti byla metoda vymyslena jako ma-
tematicky néastroj pro urceni nezbytnych okrajovych podminek pro dany problém
matematické fyziky a ne pro feSeni problémi. To je pochopitelné, nebot nalezeni
analytického Teseni pro odvozeni singularnich integralnich rovnic bylo a stéle je vel-
kym problémem. Ve vyse zminénych metodach maji hraniéni veli¢iny pfimy fyzikalni
nebo geometricky vyznam. Z tohoto divodu byvaji oznacovany jako pfimé metody
hrani¢nich prvka. Kromé téchto byly odvozeny i tzv. nepiimé metody, ve kterych
hrani¢ni veli¢iny zadny fyzikalni ¢i geometricky vyznam nemaji. Podrobnéjsi infor-
mace o nepiimych metodach mohou byt nalezeny v pracich Shermana [7], Mikhlina
[8] & Muskhelishviliho [9].

V dalsich desetiletich se metoda hrani¢nich prvki vyznamné nevyvijela. Rozvoj za-
znamenala opét az s rozvojem pocitact na konci 50. let. Na pocatku 60. let Jaswon
[10] & Symm [11I] pouzili Fredholmovy rovnice k feseni dvou- a t¥idimenzionalnich
problému v teorii potencialu. Dale napt. Rizzo [12] a Cruse [I3] aplikovali metodu
na dvou- a t¥idimenzionalni problémy pruznosti, Shippy [14] rozsifil metodu na ani-
zotropni télesa ¢i Mendelson [I5] studoval problémy elastoplastického krutu.

V 80. letech bylo mozné najit mnoho publikaci, ve kterych byla metoda hrani¢nich
prvki aplikovana na Sirokou skalu inzenyrskych problému z oblasti statiky, dyna-
miky, linearni pruznosti, teorie proudéni, lomové mechaniky, akustiky, aecrodynamiky
atd.

V soucasnosti se metoda hrani¢nich prvka zaméruje na prekonani nedostatki souvi-
sejicich s komplikovanymi casové zavislymi problémy, linedrnimi problémy s nezné-
mym fundamentalnim feSenim a také nelinearnimi problémy.Za nejslibnéjsi metodu
prekonéavajici tyto nedostatky se povazuje metoda DRM (Dual Reciprocity Method)
[16].
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2.1 MHP vs MKP

V soucasnosti je nejrozsitenéjsim numerickym néstrojem pouzivanym k feSeni pro-
blémti mechaniky pruZnosti a pevnosti metoda koneénych prvka (MKP). I pfesto,
Ze umoznuje TeSit Sirsi spektrum problémi, v nékterych oblastech muze byt vy-
hodnéjsi pouziti jiné numerické metody, napt. metody hrani¢nich prvka (MHP).
Zakladni rozdil spoc¢iva v diskretizaci zkoumané oblasti. Dimenze pouzitych prvka
je u MHP vzdy o rad nizsi nez u MKP a proto je krok tvorby sité vyrazné jednodussi.
P1i pouziti MHP tedy odpada nutnost diskretizovat celou oblast. To je pracné a ca-
gradienty napéti, je opét vhodnéjsi pouzit MHP, protoze i pres skutecnost, ze MKP
pocita presné neznamé funkce, pfi urc¢ovani jejich derivaci je méné uc¢inna a pies-
nost v oblastech velkych gradientiu klesid. Potom je tfeba zjemnit sit prvka a pouzit
vhodnéjsi diskretizaci. Z hlediska matematické implementace ma vsak vétsi vyhody
MKP. MHP mé sice nizsi pocet feSenych algebraickych rovnic nez MKP, ale matice
soustavy je v pripadé MHP obecné nesymetrické, na rozdil od MKP, kde je matice
tuhosti symetricka s pasovou strukturou. Z vyse uvedenych duvodi je tedy zfejmé,
MKP, ale tato nevyhoda je kompenzovana jednodussi tvorbou sité a nizsim poctem

algebraickych rovnic. Srovnani vyhod a nevyhod obou metod obsahuje tabulka Tab.

2.1

MHP MKP

+ o Tad nizsi dimenze tlohy + rozsitenost

+ diskretizace pouze hranice + mnoho SW produktiu

+ zkraceni vypocetniho ¢asu + snadnéjsi feSeni nelinearnich problému

- obtiznéjsi Teseni nékterych nelineadrnich | + symetrickd matice tuhosti

uloh

- matematickd narocnost - diskretizace celého télesa

- nutna znalost fundamentalniho feSen{ - ¢asova narocnost

- obecné nesymetrickd matice soustavy

Tab. 2.1: Srovnani MKP a MHP
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3 ROVINNA PRUZNOST

Tato kapitola popisuje aplikaci metody hrani¢nich prvka na elastostaticky problém
ve dvou dimenzich. V rovinné pruznosti predstavuji dvé slozky posuvu u a v ne-
znamé hrani¢ni veli¢iny. Proto vysledné hrani¢ni integralni rovnice jsou také dveé
a navic sdruzené. Nasledkem toho, odvozeni fundamentalniho feSeni je mnohem
komplikovanéjsi nez u problémi, kde je tfeba vytesit pouze jednu hrani¢ni integralni
rovnici. V nasledujicim textu budou odvozeny zékladni vztahy obecné teorie pruz-
nosti a bude popséna aplikace MHP na dva problémy rovinné pruznosti, rovinnou

deformaci a rovinnou napjatost.

3.1 Zakladni veli¢iny a vztahy teorie pruznosti

P1i popisu vztahii obecné pruznosti budeme uvazovat jisté predpoklady a omezeni
materidlu zkoumaného télesa. V dalsim textu budeme predpokladat, ze:
e material télesa je
— izotropni
— homogenni
— linearné pruzny
e deformace télesa jsou vzhledem k jeho rozmérim velmi malé
Zakladni veli¢iny obecné pruznosti jsou
e posuvy ve smérech osy x,y, 2z - u,v,w
e norméalové a smykové napéti ve smeérech osy ,y, 2 - 04,0y, 0., Tay, Tyz, Taz
e pietvoreni ve smérech osy @, ¥, 2 - €4, €y, €2, Vays Vyzs Vaz
Stav v kazdém bodé télesa je tedy definovan vektorem posuvu i, tenzorem napéti

0;; a tenzorem deformace €;.

Joy X
U Or Tay Taz €z 5 5
— — — | 7 0
u= v Oij = | Tay Oy Tyz = 5 & 5
7. Yyz
w Tez Tyz Oz 5 5 2

Vztahy vyjadiujici zavislost mezi deformacnimi posuvy u, v, w v bodé télesa a délko-
vymi a thlovymi pretvoienimi €., €y, €2, Vay, Vyz, Vo= V témZe bodé télesa se oznacuji

jako geometrické vztahy. Pro malé deformace jsou déany vztahy:

. _ o _ Ou N ov
T de Ty Ty T ox
ov Ow
_ Ov — s

gy oy 'Vyz - 82 + ay (31)
e, = _ou, ouw
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Slozky tenzoru napéti musi splhovat diferencidlni rovnice rovnovahy. Ty maji pii
zahrnuti objemovych sill| b = (b, b,,b.)T tvar:

0oy, OTyy  OTys
_|_

b, = 0
ox dy 0z +
OTpy Ooy 0Ty,

pr— -2
e + By ER + b, 0 (3.2)
01y, 01y, 0o,

b pu—

ox + dy + 0z 0 0

Zavislost mezi deformaci a napjatosti v bodé télesa vyjadiuji tzv. konstitutivni
vztahy. Matematicky je mozné tuto zéavislost vyjadrit vztahy mezi slozkami ten-
zoru napéti a tenzoru pretvoreni. Jak jiz bylo uvedeno diive, omezime se na linedrné
pruzny Hookeovsky materidl, ktery je charakterizovin v kazdém bodé takto:

e hlavni sméry deformace a napjatosti jsou shodné,

e materidlové vlastnosti jsou uréeny dvéma nezavislymi veli¢inami, a to modulem

pruznosti v tahu E a Poissonovou konstantou v,
e zavislost mezi souradnicemi tenzort napéti a pretvofeni jsou linearni.

Konstitutivni vztahy pro takovy material v prostoru pak muzeme zapsat ve tvaru:

Tx

Cx :%[J:v_’/(gy"_UZ)L Yy ==
Tyz

&y = %[J@l - V<0-$ + UZ)]7 Tyz = % (33)
sz

€, = %[O‘Z —v(oy +0y)], Yoz = —

kde GG je modul pruznosti ve smyku

E
=T

3.2 Rovinna deformace

Rovinna deformace v linearni pruznosti predstavuje ptipad, kdy:

(a) Jedna ze tii slozek posuvi, napt. w podél osy z je konstantni.

(b) Dalsi dvé slozky posuvii ve sméru osy = a y, u a v jsou funkcemi dvou promén-
nych, z a y.

Tento stav deformace nastava v nekone¢né dlouhych (v praxi velmi dlouhych) prizma-
tickych nebo valcovych télesech, jejichz osy jsou totozné s osou z a zatizeni je kolmé

k této ose a nezavislé na proménné z.

Lobjemovou silou je napiiklad gravitaéni sila
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Geometrické vztahy

Podminky zminéné v predchazejicim odstavci lze matematicky zapsat jako

u = u(‘l.7 y)?

v=uv(x,y), w = C,

kde C' je libovolna konstanta. Slozky tenzoru deformace lze vyjadfit jako

@
oz’

Ex =

P

Konstitutivni vztahy

o o
oy’ oy = oy  Ox’
= Voo = Yy = 0. (3.4)

Konstitutivni vztahy pro rovinnou deformaci mohou byt zapsany ve tvaru

Oz

Aeg +&y) +2Ge,

ez + &y) + 2Ge,

ez + €y)

GYay

0

0 (3.5)

kde X je Lamého konstanta, které se vztahuje k materidlovym charakteristikim E a v

nasledujicimi vyrazy

G = b

2(1+v)’

vE
A T (3:6)

Piepsanim rovnic (3.5)) dostaneme konstitutivni vztahy pro slozky deformace

€z

1
E[O'z —v(oy +0,)]
l[ay —v(o, + 0,)]

E
v(o, + oy) (3.7)

G
0
0
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Dosazenim vyrazu o, z (3.7) do rovnic (3.7)); a (3.7)2 obdrzime néasledujici rovnice

pro pomérna pretvoreni

1—v v
e E (Ux_l—yay>
1—v v
€y = E (Uy - 1— VUx)
(3.8)
Polozime-li z
v _
1) prd E = . .
Y1 1— 2 (39)
obdrzime 5 P B
1%
21+v) 2(1+p) 1— 02 (310)
Slozky tenzoru deformaci pak mohou byt zapsény jako
1
Er = E(O'z — voy)
1 _
&y = E(Uy — U0,)
2(1+v
71"1/ = ( 7 )Tmy (311)

Konstanty E a 7 se nazyvaji efektioni elastické konstanty. Jak uvidime pozdéji, tyto
konstanty nam umozni pouzit rovnice stejného tvaru jak pro rovinnou deformaci,
tak pro rovinnou napjatost. Vztahy pro slozky tenzoru napéti vyjadiené pomoci

efektivnich elastickych konstant maji tvar

E
oy = 1_52(590 vey)
E
7y = (e~ ve)
E
w = ——Va 3.12

Rovnice rovnovahy

Jelikoz u rovinné deformace nejsou slozky napéti zavislé na ose z a s prihlédnutim
k rovnicim (3.5)), muzeme piedpokladat a priori splnéni tfeti rovnice (3.2). Rovnice
rovnovahy (3.2) se v pfipadé rovinné deformace redukuji na

0o, OTyy
b, =
ox dy 0
OTyy  Ooy,
-y = 1
p Jy +b, 0 (3.13)
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Dosazenim slozek napéti z (3.12)) do (3.13) a uzitim vztaha (3.4)) vyjadiime rovnice

rovnovahy pomoci slozek posuvii ve tvaru

140 (0%u  O* 1
2
—b. =
vu+1—u(8w2+8x8y>+Gx 0
14+ [ 0*u 0% 1
2 —b, = 14
VU+1—D(8x8y+8y2)+Gby 0 (3.14)

Dosazenim z (3.9)) za elastickou konstantu 7 dostaneme Navierovy rovnice rovnovdhy

pro rovinnou deformaci

1 Pu 0% 1
2 — —
Vu—i_l—Qu (8m2+8:v8y)+Gbx :
1 v 0% 1
2 —b, = 1
Vv+1—2y<8$8y+8y2)+Gy 0 (3.15)

Okrajové podminky

Regeni rovnic (3.14) musi splhovat predepsané okrajové podminky na hranici télesa.
Okrajové podminky jsou vyjadieny bud pomoci posuvii u a v nebo povrchového

napéti t, a t,. Okrajové podminky lze rozdélit do ¢tyr typu:

ty =tz, t,=1, naly (3.16)

kde I' =Ty UT'y UT's U T'y predstavuje hranici télesa ) a predepsané veli¢iny jsou
oznaceny pruhem. Vztahy mezi povrchovym napétim ¢,, ¢, a slozkami napéti o,, o,

a T,y ve dvou dimenzich vyjadiuji vztahy
ty = o0zng+ TayNy

ty = TuyNy + oyny (3.17)

kde n, a n, oznacuji rozloZeni jednotkové normaéaly k hranici télesa do osy x a y.
Po vyjadfeni slozek napéti v rovnicich (3.17)) pomoci konstitutivnich (3.5)) a geome-
trickych (3.4]) rovnic, ziskdme nésledujici vztahy pro povrchové napéti

t, = A<8u+@>nft+G(a—unm+@ny)+G%

o Jy ox ox on
ou Ov ou ov ov

17



3.3 Rovinni napjatost

Dalsim specialnim piipadem rovinné pruznosti je stav rovinné napjatosti. Tento
stav nastava v tenkosténnych konstrukcich, které jsou podrobeny rovinnému zati-
zeni. Uvazujme téleso, jehoz tloustka h je mnohem mensi ve srovnéani s dalsimi dvéma
rozméry. Téleso miZze byt zatiZeno objemovymi silami b, b, nebo povrchovym napé-
tim. Predpokladame, ze povrchové napéti ptisobi v roviné stfednicové plochy télesa
a ze rozlozeni napéti podél tloustky h je konstantni. V tomto pfipadé je vysledny
stav napjatosti nezavisly na proménné z a vzhledem k zanedbatelné hodnoté h oproti

zbylym rozmérim télesa muzeme predpokladat, ze
o, =0, Tar = 0, Ty» = 0, (3.19)
podél tloustky h a pro zbylé slozky napéti plati
0r = 04(,Y), oy = 0y(2,y), Toy = Tay(T, Y). (3.20)

7 predeslych podminek uréime konstitutivni vztahy pro rovinnou napjatost

1
Ex = E(ax—wry)
1
Sy = E(Uy_ygm)
2(1 + v
oy = A0, 321

E

Rovnice rovnovéahy (3.2)) se stejné jako v piipadé rovinné deformace redukuji na

90, | OTuy

b, = 0

ox oy *

OTyy  Ooy

— 4+ —+b, = 22

Rovnice (3.21)) a (3.22) maji stejnou formu jako (3.11]) a (3.14]). Z tohoto divodu,

vSechny rovnice pro rovinnou napjatost mohou byt vyjadfeny z rovnic pro rovinnou
deformaci nahrazenim efektivnich elastickych konstant 7 a E standardnimi materia-
lovymi charakteristikami v a E. Vysledné Navierovy rovnice rovnovahy pro rovinnou

napjatost tedy maji tvar

14v (0*u  O* 1
2
~p =

vu+1—y(ax2+8z8y)+6’x 0

14+v [ 0*u 0% 1
2

— = 2

VU+1—V(8$8y+8y2)+Gby 0 (3.23)

Okrajové podminky lze stejné jako v pripadé rovinné deformace vyjadrit pomoci

slozek posuvi u a v nebo pomoci povrchového napéti. Povrchové napéti pro rovinnou
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napjatost popisuji vztahy

L [(Ou Ov ou ov ou
t: = A (8_x+8_y) nx+G(%nm+a—xny) +Ga—n
L (Ou Ov ou v ov
kde g g
* v _
A_1—112 G_Q(l—{—u)

3.4 Bettiho véta

K vyjadieni hrani¢nich integralnich rovnic lze vyuzit vice pfistupti, napiiklad me-
todu vazenych rezidui ¢i varia¢ni pristup. Pro tlohy rovinné pruznosti je vhodné
vyuzit Bettiho véty o vzajemnosti praci] Uvazujme trojrozmérné linearni, homo-
genni, izotropni téleso o objemu V' ohranic¢ené povrchem S. Navic uvazujme v télese
dva stavy napjatosti vyvolané dvéma riznymi objemovymi silami a hrani¢nimi ve-
licinami (posuvy a povrchové napéti). Oznacme slozky posuvi u, objemovych sil b

a povrchového napéti t jednotlivych stavu takto:

i u bx tz

Stav I: u= | v b=11b, t= 1|t
L Y b L (3.25)

u* b: tr

Stav II: u* = | o* b* = by, tt=1 1,

| w* bt t

Podle Bettiho véty je prace vyvolana na posuvech ze stavu (I) a zatizenim ze stavu
(IT) rovna préci vyvolané na posuvech ze stavu (II) a zatizenim ze stavu (I). Toto

lze matematicky zapsat jako

/u»b*dV—Ir/u-t*dS:/u*-deJr/u*-tdS (3.26)
\%4 S \%4 S

nebo v rozsifeném tvaru pouzitim vztahua (3.25))
/ (uby, + vb;, +wb?) dV + / (ut, +vt, +wt}) dS =
% S

= / (u*by + v*by + wb,) dV + / (u'ty, +v't, +w't,) dS (3.27)
v S

Nyni aplikujme predchozi rovnici na oba zkoumané pripady rovinné pruznosti:

20dvozeni v dodatku
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¢ Rovinna deformace
V tomto pitpadd] se rovnice (3.27) redukuji na

/Q (ub}, 4+ vby) d + / (ut, +vt}) ds =

r

= /ﬂ (u"by + v*by) dQY + /F (u't, +v'ty) ds (3.28)

¢ Rovinna napjatost U rovinné napjatosti budou mit rovnice (3.27) stejny
tvar jako u rovinné deformace.

Pokud nyni nahradime v rovnicich slozky objemovych sil vyrazy z (3.14))

obdrzime rovnici popisujici vztah mezi slozkami zatiZzeni a jimi vyvolanych posuvi

na hranici I a uvnitt télesa ) pro Navierovy rovnice:

/Q {[uN,(u*, v*) + vN, (u*, v*)] = [Ny (u, 0) 4+ v* N, (u, v)]} dQ =

_ /F (ut? + vt?) — (u'ty +v*t,)] ds (3.29)
kde slozky N, a N, jsou definoviny na zakladé rovnic ((3.14)
Ny(u,v) = -G V2u—|—1+l7 82u+ O
A N 1—v \022 0z0y
14+v [ *u 0%
N, = — 2 .
y(u,v) G[V v+1—17 (8x8y+8y2)] (3.30)

Rovnice ([3.30)) jsou platné pro rovinnou deformaci. Pro rovinnou napjatost je tfeba
dosadit v za v z (3.9).
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4 FUNDAMENTALNI RESENI

4.1 Klasické fundamentalni feSeni-osaméla sila v ne-

konec¢né roviné

Jak jiz bylo zminéno diive, pfi feSeni problému rovinné pruznosti jsou na povrchu té-
lesa aplikovany okrajové podminky dvojiho typu, silové ve formé povrchovych napéti
tz, t, a deformacni ve formé posuvi u, v. V kazdém bodé hranice zname v jednom
sméru (x nebo y) bud hodnotu posuvu nebo odpovidajici hodnotu povrchového na-
péti a druha veli¢ina je pro nas neznama. Abychom mohli aplikovat Bettiho vétu,
potfebujeme znat fundamentalni feseni. Z fyzikalnitho pohledu vyjadiuje fundamen-
talni feseni posuvy vyvolané jednotkovou silou v nekoneéném rovinném télese. Tato
iloha je znama jako Kelvinova tiloha a v dalsim textu bude popsano jeji vyuziti pfi
sestaveni fundamentélniho feseni.

Uvazujme osamélou silu F(Fg,F,)), |F|=1, ptsobici v bodé Q(&,n) v roviné. Slozky
F; a F, sily F piedstavuji rozlozeni sily F do osy z a y. U¢inek sily v bodé P(x,y)

miuze byt vyjadien pomoci Diracovy delta funkce jako
b=0(P—-Q)F (4.1)

neboli

y =0(P —Q)F, (4.2)
Dosazenim z (4.2)) do (3.14]) ziskdme Navierovy rovnice ve tvaru

5 /o2 2
V2u+1+u(8u 8U>+15(p_Q)F£:0

1—o\022 "owey) TG
9 1+v ( 0*u 0% 1 B B
Vot 1 (G g ) o~ QB =0 (4.3)

Fundamentalni feseni je singularni feseni rovnic (4.3)). Mize byt odvozeno vyjadre-

nim slozek posuvii pomoci Galerkinovych funkci. Polozme

2Gu = LV% g (@ + a_w)

1+v Oz \ Oz dy
2 o (0p O
2Gv = 1+DV@D dy (0a:+ 8y) (4.4)

kde ¢ = ¢(x,y) a v = (x,y) jsou Galerkinovy funkce. Tyto funkce predstavuji
slozky Galerkinova vektoru. Dosazenim rovnic (4.4 do (4.3) dostaneme

Vip=—(1+7)(P - Q)F;
Vi =—(1+2)5(P - Q)F, (4.5)
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kde V* je biharmonicky operator

ot 0? 02 ot
Vi=VV2i=s — 42— ——. 4.6
ox* 0x? Oy? * oy* (4.6)
Odtud plyne, Ze rovnice (4.4) jsou feSenim (4.3, pokud funkce ¢ a 1 vyjadiuji
singularni partikularni FeSeni rovnic (4.5)). Odvozeni tohoto partikularniho feSeni je

mozné nalézt napft. v [1]. Vysledny tvar Galerkinovych funkei je dan vztahy

1+v

6=-—— Fer’Inr
145
W =— ;TVFnT‘QIDT (4.7)
kde
r=|P—-Q)|

Dosazenim singularniho partikularniho feseni (4.7)) do (4.4) ziskdme fundamentalni

feSeni pro Navierovy rovnice (4.3).

4.2 Fundamentalni reseni-osaméla sila v blizkosti

otvoru

Kromé vyse popsaného klasického fundamentalniho feSeni, umoziuje metoda hra-
ni¢nich prvki implementaci singulédrnich feseni pruznosti na nekone¢né oblasti s rtiz-
nymi typy singularit nebo nehomogenit. Tato FeSeni 1ze efektivné odvodit pouzitim
Muschelisviliho komplexnich potenciali pro rovinnou izotropni pruznost, ve které
jsou feseni dana komplexnimi potencidly ¢(z) a 1(z) v komplexni proménné z = z+
iy. Kartézské vektory jsou v komplexni proménné reprezentovany jako u = u, + iu,

at = t, +1it, pro posuv a povrchové napéti. Posuv a napéti jsou dany jako:

2Gu(z) = w(2) — 20/ (2) — b (2), (4.8)
o(z) = TEII — () + ), (19)
r(z) = T iy, = 2¢"(2)+ ¥/ (2), (4.10)

kde G je modul pruznosti ve smyku a k je dana jako k = 3 — 4v pro rovinnou
deformaci a k = (3 — v)/(1 4+ v) pro rovinnou napjatost, kde v oznacuje Poisso-
novu konstantu. Pruh nad komplexni proménnou znaci jeji komplexni sdruzeni ¢islo
a analytickd funkce z s ¢arkou znadci jeji derivaci vzhledem k z. Jako dalsi priklad

fundamentalniho reSeni si vyjadiime pfipad eliptického otvoru v nekonecné roviné
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v jehoz blizkosti se nachazi osaméla sila f = f, +if,. Uvazujeme bodovou silu f v
bodé & v oblasti s eliptickou dirou s poloosami a a ¢ (a > ¢) ve sméru osy z a y.
Resenf Greenovy funkce 1ze pomoci Muschelisviliho komplexnich potencialu psat ve

tvaru

¢0 :¢s+¢a ¢0 :ws—'—wa (411)

kde potencialy 1, a ¢, odpovidaji singularni ¢asti feSeni pro nekonecéné homogenni
téleso a ¥ a ¢ odpovidaji regularni ¢asti reseni. Predpokladame nezatiZzeny otvor,
tudiz ¢g a 1)y musi byt urceny tak, ze povrchové napéti na povrchu diry bude nulové.

Singularni ¢ésti jsou dany vztahy

¢s(z6) = —vIn(z—9), (4.12)

_ §
Us(z:§) = —kyIn(z —¢) + (s (4.13)
kde k = —k a v = f/2m(k + 1). Regularni potencidly ¢ a 1 se sestroji pomoci
konformniho zobrazeni

z:R(w—i—g>, (4.14)

kde

1 a—c
R:— - .
2(oz~|—c), m P

Zobrazeni (4.14]), které zobrazuje eliptickou diru na jednotkovy kruh, umoziuje apli-

kovat metodu tzv. zrcadlovych potenciali. Ta spociva v zavedeni zrcadlové sily f

do vhodného mista uvniti otvoru, pficemz tato sila kompenzuje (eliminuje) povr-
chova napéti na hranici kruhového otvoru generovana silou f. Podrobnéjsi popis
této metody lze nalézt napt. v [9], [I7]. Jestlize body w a p v roviné s otvorem jsou
odpovidajici obrazy bodu z a &, pak pro potencidly ¢ a v z (4.11]) plati

o(wip) = é1(w;p)y + a(w; )7, (4.15)
Blusp) = wilwsp)y+ i)y = Yod o), (40

kde

oi(wsp) = L (w, %) kL (w, ) , (4.17)

P2(w; p) =

pp(m —7%) w—1/p’
Cy _ PmP+p) —mp(m+p?) 1
hi(w;p) = i — ) p—p (4.18)
m 1
Ua(w;p) = kL (w, ?) +L (w, 5) : (4.19)
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a funkce L(w, ) je definovana jako
L(w,7) =In(w —7) — Inw, (4.20)

kde 7 = m/p nebo 1/p. Funkce M*(w) je dana vztahem

M*(w) = R <mw _ l) | (4.21)

w

Dosazenim vztahu (4.15), (4.16]), (4.12) a (4.13) do (4.11)) lze nésledné vyjadiit
vztahy pro posuvy a napéti pomoci (4.8) - (4.10]).

4.3 Fundamentalni reSeni-trhlina v bimaterialu

Formalismus komplexnich potencialt dovoluje vyjadrit explicitné napjatost v mate-
ridlu obsahujicim dislokaci nebo silu. Geometrii takového materidlu je mozné uva-
zovat v rozsahu od nekoneéné homogenni oblasti az po nekone¢ny trimaterial nebo
material obsahujici inkluzi. V piipadé dislokace nebo sily ptsobici v bodé ¢ = £ +1in
nad osou x v nekonec¢né oblasti rozdélené osou = na ¢asti s riznymi elastickymi vlast-
nostmi ; a s, viz Obr[4.1] lze pomoci Muscheligviliho komplexnich potencidli se-

stavit nize uvedené vztahy. Pro posuvy v oblasti nad osou z, tj. pro z = x+iy € {2y,

\\ ‘““‘\:?:\:‘:}:\\ NN

f

:1} (b)

Obr. 4.1: Sila pusobici v materialu ©; (a) nebo dislokace v materialu ; (b) v bliz-

kosti rozhrani bimaterialu
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pa{ (ug +iuy )y — (ugp +iuy)pp} = —{/ﬁ In(z — () — kyln(z — ¢) +

(z—=¢)

+{<z—§3:2¢—5> o <m§:§+kﬁ‘§>}m (e, (42)

hukdy In(z — OMIn(z — 0) + 51%%} .

pro posuvy v oblasti pod osou x, tj. pro z = x + iy € €, kde y < 0, plati

po{ (ug +iuy )1 — (ugp +iuy)pp b =
- {,@(1 + A1) In(z —¢) — (1 +61)kiIn(z — C)} M+
+(1 +A)(z=2) = (1+8)(¢ =)

7, (2 € Q) (4.23)
z—=C
kde
ki =K1, M = 4 pro silu
’ 27(k1 + 1) ’
i1 b
k=1, 7 = % pro dislokaci.

Pro rovinnou deformaci a napjatost plati k; = 3 —4y; a k; = (3 — 1) /(1 + v;),
1 = 1,2 a kde v je Poissonova konstanta materidlu {2;. Pro zbyvajici koeficienty se
muzZe psat

a—f \ a+p

1

01 (4.24)

- ma - 1 — ﬂa
kde av a 3 jsou tzv. Dundursovy parametry charakterizujici dany bimateriél,
1) — 1 —1) - -1
o= pa(k +1) — (ke +1) 8= pa(kn — 1) — (ke — 1) (4.25)

p2(k1 + 1) + py(Re + 1) pro(kr + 1) + pa (ke + 1)

Posuvy (u; + iuy).p se vztahuji k posuvim télesa jako tuhého celku. V piipadé
aplikace dislokace b = b, + ib, jsou tyto posuvy nulové, v pripadé aplikace sily
f = fa +if, plati

/\1 — /1%51

im(fz +1ify). (4.26)

(uz + iuy)rb =

Trhlina v blizkosti rozhrani se mtze modelovat metodou spojité rozlozenych dislo-
kaci [I8]. Tato metoda spociva v zavedeni tzv. dislokaéni hustoty B(s) definované
vztahem

B(s) = . (4.27)
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I

N

(a) (b)

Obr. 4.2: Schéma modelu trhliny pomoci metody spojité rozlozenych dislokaci. (a)-
(b) Polonekoneény pas materialu o tloustce db je postupné vkladan do materialu €.

(¢)-(d) Polonekoneéné pasy tloustek db jsou postupné odebirany dokud nevznikne

trhlina (d).

Hustota (4.27)) reprezentuje spojité pole dislokaci rozlozené napt. podél usecky s
rovnob&zné s osou z, viz Obr. [£.2] Jestlize pfedpokladame trhlinu zatizenou modem
I, vedou vztahy (4.22), (4.23) a Hooketuv zakon na feSeni integralni rovnice

2G /“ B(Szd5+/[((t,s)ds, (4.28)

W k1) )t

kde a je polovi¢éni délka trhliny, oy, je napéti, které generuje vnéjsi zatizeni v misté
trhliny neporuseného télesa a K (t, s) je tzv. nesingularni jadro popisujici interakci
mezi trhlinou, rozhranim a osamélou silou. Singulérni integralni rovnice lze
snadno Tesit pomoci kvadraturnich integracnich vzorci, které umoznuji jeji feseni
implementovat do feSeni hrani¢nich integralnich rovnic MHP, viz kap. 5. Dulezitou
vlastnosti hustoty Burgersova vektoru je moznost vyjadfeni faktoru intenzity
napéti pomoci jeho limitni hodnoty

k+1 )
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5 NUMERICKA IMPLEMENTACE

V této kapitole se budeme zabyvat sestrojenim hrani¢nich integralnich rovnic vyu-
zitim poznatkt predchozi kapitoly. Pro vyjadifeni hrani¢nich integrélnich rovnic je
nutné vyjadiit fundamentalni FeSeni pro dva piipady: (1) Fr = 1, F, = 0 a (2)
Fe =0, F,, = 1. V dal§im se budeme zabyvat pouze klasickym fundamentalni f'eSe-

nim, které vyjadiime pro tyto dva pripady.

Posuvy vyvolané osamélou silou

(1) Fe=1,F,=0
Pro ziskani fundamentalniho feseni vyjadiime vSechny potrebné derivace Galerkino-
vych funkei (4.7) a dosadime do (4.4]). Pro ptipad (1) tedy plati

1+ 5
¢ = — +V7“21nr,
8T
v = 0,
1+
Vi = — ;Ty(lnr +1),
% 1+v )
2z = sn (2Inr + 2r; + 1),
0% 1+v
- _ 2Ty, 5.1
0xdy 8T TaTy (5.1)

kde r, a r, vyjadiuji derivaci vzdalenosti r podle z a y

R N —y
Ty = — ) Ty—_ 9
T T

a spliwji rovnici 77 4 7, = 1. Po dosazeni z (5.1)) do (4.4) obdrzime

1 =
ng = —% (3-5)1H7’—(1+D)7"§+72V y

1 _
ny = %(1—}'1/)7}7"% (52)

kde U,e a Uye vyjadiuji posuvy u a v. Prvni index oznacuje smér posuvu a druhy

smér jednotkové sily F.

(2) Fe =0, F, =1
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Analogickym postupem jako u (1) dostaneme

¢ = 0,
145
Y = — + VTQ Inr,
8T
1+ 5
V3 = — ;Ty(lnr—l—l),
0% 1+ 172
- - TzTy,
0xdy 8T v
0* 1+7v )
W - e (2In7 +2r, + 1), (5.3)
a dosazenim do (4.4)) obdrzime
1 _
Usn _87rG(1 + D)y,
1 B _ 7T—v
Uyn e [(3 —v)lnr—(1+ 1/)7‘3 + 5 ] . (5.4)

Rovnice a mohou byt zapsany v maticové formé znamé jako Greeniv
tenzor|3]

ng UIW
Uye Uy

Greenuv tenzor je symetricky vzhledem k bodim P a . Pii zdméné téchto bodu

U(P,Q) = (5.5)

(bod P by byl pusobistém sily a bod @ zkoumanym bodem) se slozky tenzoru
nezméni, tzn U(P, Q) = U(Q, P)

Use Uy
Uy{f Uyn

Uer Ugy
Unx U??y

. (5.6)

V predchozim textu bylo odvozeno fundamentélni feseni pro rovinnou tlohu pruz-
nosti. K sestaveni hrani¢nich integralnich rovnic je tfeba dale urc¢it vliv jednotkové

osameélé sily F' na slozky napéti v télese a také na povrchové napéti.

Napéti vyvolané osamélou silou

P1i vyjadrovani slozek napéti od osamélé sily budeme postupovat analogicky jako u
sestavovani fundamentélniho feSeni, tzn. budeme rozliSovat stejné dva piipady roz-

lozeni osamélé sily v roviné.

(1) Fe=1,F,=0
Slozky napéti mohou byt vyjadieny z (3.5)).
Ope = MUsen + Uyey) +2GU,e o,
oy = AMUsga + Upey) +2GUyey,
Taye = G(Usey + Upeo), (5.7)
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kde Uy . oznacuje derivaci posuvu U, podle proménné x a je tedy rovno pietvorent
£, vyvolanému jednotkovou silou F; a analogicky U,e, odpovida pretvoreni €, od

OU, ¢ OU, ¢
Usgw = i Upey = 85 = Eye.

(2) Fe =0, F, =1

Ozn = )‘(an,w + Uymy) + 2GUs 2
Oyp = MUsne + Uyny) +2GUy,
Tayn = G(Ufm,y + Uyn,w)a (5.8)

Zménime-li znaceni soutradnic bodi P a () pomoci ¢islovanych indext, tzn. zavedeme-

i P(xq,22) a Q(&1, &), mizeme popsat napéti pro oba predchazejici pripady jako

Ay

Oijk = T[A2(5ik7”j + 0jiri — 0457k) + 2111 (i,5,k =1,2), (5.9)

kde index k = 1,2 znac¢i po fadé smér £ nebo n osamélé sily a plati, ze o117 = oy,

022 = Oy, 012 = Tgy &

1+v 1-—
+V7 A2:
47 1+

R

Alz—

NI

Povrchové napéti vyvolané osamélou silou

K vyjadreni sloZek povrchové napéti vyjdeme z rovnic (3.17) a opét rozlisujeme dva
pripady:

(1) Fe=1,F,=0

wa = OgeNy + TayeNy,

Tye = Tuyely + Oyeny, (5.10)
(2) Fe =0, F, =1

Txn = OgnNg + TaynTy,

Ty = TaynNa + Oynny. (5.11)
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Vyjadrenim napéti z (5.9) 1ze vztahy pro povrchové napéti prepsat ve tvaru

A
Txg = —1(1424—27“2)7“”,
T

A
Tye = 71(2rmry7“n—|—A2ry),
Ay

Ty = —2rgryry, — Aory),
r
T, A 2
yn 7(142 + 21y )T, (5.12)

kde r,, = ryn, +1r,n, vyjadiuje derivaci vektoru r ve sméru vnéjsi normély k hranici

I" prochazejici bodem p(z,y) a ry = —ryn,+ryn, vyjadiuje derivaci v te¢ném sméru.

Integralni reSeni problému rovinné pruznosti

Resenf rovinného problému pruznosti vychézi z . V predchozim textu byly
odvozeny vztahy pro posuvy (fundamentalni feSeni), napéti a povrchové napéti vy-
volané jednotkovou osamélou silou. Dosazenim téchto vztahu do dostaneme
integralni vyjadieni feSeni Navierovych rovnic rovinné pruznosti uvniti télesa (2
(3.15)). Pri odvozeni tohoto feSeni budeme predpokladat, ze sila F pusobici v bodé
Q(&,n) vyvola v télese stav napjatosti (II), viz (3.25]).

(1) F,=1,F,=0

V tomto pripadé je stav napjatosti uvnitt télesa (2 popséan jako

by = §(P—-Q), b, =0,
ut = Uw(P,Q), vt = Uye(P, Q),
a na hranici télesa I' plati
ty = Tee(p, Q), ty = Tye(p, Q),

kde P € Q a p € I". Dosazenim téchto vyrazu do (3.28) a s prihlédnutim k vlastnos-
tem Diracovy funked]

/Qub: dQ = /Qu(P)(S(P — Q) dQ = u(Q), (5.13)

obdrzime integralni vyjadieni posuvu ve sméru x v bodé () uvniti télesa (2 v nasle-

dujicim tvaru

Q) = / Use (P Q)b (P) + Uye(P,Q)by(P)] A9
n / Use(p, Q)ta(p) + Uye(p, Q) ()] s
- / Toe(p, Q)u(p) + Tye(p, Q)o(p)] ds. (5.14)

1dat odkaz na né&jakou literaturu
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Analogicky postup aplikujeme na druhy piipad:

(2) Fe=0, F, =1

V tomto pfipadé je stav napjatosti uvnitt télesa {2 popséan jako
b, = 0, bZzé(P—Q),
U* - an(Pa Q)7 /U* = Uyﬁ(P7 Q)a

a na hranici télesa I' plati

t;:TxT](p7Q)7 tZ:TyT](pvQ)u

Dosazenim do (3.28)) tentokrat obdrzime integralni vyjadieni posuvu ve sméru y

bodu Q ve tvaru
vQ) = [ Ul P. QP+ Up(P.QIB(P) O
0. Q)+ U QU1 )]
[T Q) + T (0. Qo) . (5.15)

Rovnice (5.14]) a (5.15)) vyjadiuji feseni Navierovych rovnic (3.15)). Uzitim vlastnosti
Diracovy funkce doslo k zaméné bodi P a @, tzn. bod Q(&,n) je nyni zkoumany

bod a v bodé P(x,y) pusobi sila F (zdrojovy bod).Vektor n vystupujici v ([5.12))
vyjadiuje normalu k hranici v bodé p kde ptlisobi zatizeni. Jelikoz se fundamentalni
feSeni nezméni pii zdméné zdrojového a zkoumaného bodu,viz ([5.6)), mizeme rovnice
a prepsat a vyjadrit integralni feSeni Navierovych rovnic v bodé P. V
dalsim textu tedy bude bod P € Q nebo p € I' pfedstavovat zkoumany bod a bod

@ € Q2 nebo g € I' pusobisté sily. Reseni Navierovych rovnic mé v maticové formé

tvar
u(P) | _ /'%(Q,P) U(@.P) | | 2(Q) | g
v(P) Q| Ugy(Q, P) Upy(Q, P) by (@)
[ Ue(a.P) Uyla, P) | [ tela) |
' /1“_ Ugy(a. P) Unylq, P) tn(Q)]d
| Tela Py TlaP) ] [ ule) |
/F_Tgym,P) Tyl P) v<q>]d' (510
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Uzitim (5.6) doslo k nahrazeni derivaci r, a r, za ¢ a 1. Slozky posuvi a povrcho-
vého napéti v ((5.16|) maji tedy tvar

Uer = —# {(S—V)lnr—(l—i-l/)rg-i-?;q,

Up = Upy = %(1 + U)rery,

Uy = —# [(3—5)1117"—(1—1—5)7’,27—1—7;V],

Tew = %(Ag + 27"2)?%,

Ty = %(27”570777% + Agry),

Tey = 71(27’57“,77“” — Aory),

Ty = %(A2 + 212, (5.17)
kde r, = reng + ryny, 1y = —reny, + 1N, a

Hranic¢ni integralni rovnice - vyjadreni posuvi

Rovnice vyjadiuji posuvy u a v bodu P € ) vyvolané silou F. Pro vyjadreni
posuvi na hranici télesa I' vSak nepostacuji a k vyjadieni hrani¢nich posuvi
je tfeba presunout bod P na hranici I';tzn P = p , a sledovat chovani integrala z
(5.16]). Budeme uvazovat obecny piipad nehladké hranice I' kolem télesa 2. Necht
bod P = p je rohovy bod kolem kterého je opsin kruhovy oblouk e ohranic¢eny
navic oblouky PA a PB. Dale predpokladejme oblast €2*, ktera vznikne odec¢tenim
malé kruhové vysece se stfedem v bodé P a polomérem ¢ od oblasti €2. Oblouk AB
oznacme I'. a soucet velikosti obloukt AP a PB ozna¢me [. (Obr. . Stejné jako
pii urcovani posuvi u a v bodu P uvnitf télesa €2, vyjdeme pfi uréovani hrani¢nich
posuvu bodu P = p z rovnice , kterou aplikujeme v oblasti Q* na piipady (1)
by =06(P—Q),b;=0a(2)b; =0,b; =06(P—Q), kde Q € Q* aPecQr=0-0Q".
JelikoZ se bod P nachazi mimo oblast Q*, kde 6(P — @) = 0, bude integral pies
oblast €2 na levé strané rovnice roven nule. Zavedenim ¢islovanych indexﬁﬂ lze

2(‘7:’3/) = (561,1‘2) a (5’77) = (§1a§2)
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Obr. 5.1: Rozdéleni oblasti €2 s po ¢astech hladkou hranici I' na oblast 2* bez hra-
ni¢niho bodu P = p

rovnice (3.28)) zapsat ve tvaru

/ Tji(q, P ds+/ Tji(q (q) ds

r-1 I

= / Uji(q, P d8+/ Usi(q ) ds
r—1 I

s [ @@ o (5.18)

Nyni se budeme zabyvat chovanim integrala v (5.18]) pro € — 0. Pro tento limitni
pripad se hranice I'—1 a oblast €2* zméni na I' a €. Zbyva tedy ur¢it zménu integrali
na ['.. Zkoumanim téchto integrali proe — 0 zjistimdﬂ, ze obecné feseni Navierovych

rovnic ([5.16) ma tvar
Cfx Cna: u _
[ Cey Gy ] [ v ] /Q

N e’
U, U, | [t

+/ ¢ K g]ds
r Uéy Uny tn

Uew Uy | | b
Uey Uny ] bn

dQ2

]

[ Teo Ty
- / go Tne | | g (5.19)
r| Tey Ty v
kde pro matici koeficientt (;; plati
10 10
pro P € Q, 2 pro P eT.
0 1 0 1

30dvozeni mozné nalézt v [1]
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Hranic¢ni integralni rovnice - vyjadreni napéti

Rovnice , pomoci kterych muzeme vypocitat posuvy zkoumaného bodu (bud
uvniti télesa @ nebo na jeho hranici I'), nyni vyuzijeme k vyjadieni vztahu pro
napéti ve zkoumaném bodé. Zacneme s vyjadienim napéti pro bod uvnitt télesa.
Slozky napéti o,, o, a 7., v bodé P(x,y) € € uréime z konstitutivnich vztahu .
Dosazenim do pretvofeni €, a ¢, ziskané derivaci slozek posuvi u(P) a v(P)
podle z a y z (5.19)) ziskame

S / (A Uewa + Ueyy) + 2GUcsalbe + NUpoa + Upyy) + 2GU,pea]br} dQ
Q
+ /{[)‘(U&wf + Ufy,y) + 2GU£x,x]t€ + P‘(Um’,x + Uny,y) + QGUnﬂm]tn} ds
r

- /{P\(Tﬁw,x + T&w) + QGTSw,x]U + [/\<Tmc,x + Tny,y) + QGTM,I]U} ds.
r
(5.20)

Substituci

Ux§ = )\(ng’z + U{y,y) + 2GU£.’L‘,QEJ

= A(Umﬁ,x + Uny7y) + 2GU77967I>

(Teww + Teyy) + 2G T s,

Own = MTDyzw+ Toyy) +2GT 0, 0, (5.21)

piejde (5.20) do tvaru

Goe = A

Oy = /(Ungg + 0yybyy) A2 + /(O‘wgtg + ogyty) ds — /(5$§u + 04yv) ds. (5.22)
Q r r

Veli¢iny o,¢ a 04, definované uz diive v (5.7) a (5.8) vyjadiuji napéti o, v bodé
(z,y) € Q vyvolané jednotkovou osamélou silou ptisobici v bodé (£,7) ve sméru = a
y. Obdobné G,¢ a 7., vyjadiuji napéti o, v bodé (z,y) € Q vyvolané jednotkovym

posunutim bodu (&, 7) ve sméru x a y. Analogicky lze vyjadiit
Oy = /(Uy€b£ + oynby) dQ + /(nytﬁ + oyyty) ds — /(nyu + oyyv) ds, (5.23)
Q r r

Tay = /Q(Twyfbﬁ + Taynby) dQ2 + /F(Txyfté + Tuynly) ds — /F(%zyéu + Taynv) ds,(5.24)
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kde

oy = MUgra + Ugyy) + 2GUssy,

(
oy = AMUpze + Upyy) +2GU, 0,
O = MTeaa + Teyy) +2GTeyy,
Oon = AMDpa + Tyyy) +2GThy,,
Taye = GUey + Ugyo),
Toyy = GUpay + Upya),
Toye = G(Teay + Teya),
Toyn = G(Tpay + Toya);

K vyjadfeni napéti hrani¢niho bodu p opét vyjdeme z konstitutivnich vztahu (3.5)).
Detailni odvozeni je mozné nalézt v [1]. Vysledné vztahy maji tvar

or = Mugy +vy) + 2Guy,,
o, = MNug +vy) + 2Gu,,
= AMuy +v,), (5.25)

Ty

kde u, ... v, vyjadiuji pislusné derivace posuvi z ((5.19).

Po vyjadieni vsech ¢lenti vystupujicich v hrani¢nich integralnich rovnicich mt-
zeme pristoupit k implementaci metody hrani¢nich prvka na rovnici , tj. na
obecné teseni Navierovych rovnic rovinné pruznosti. Zakladem této implementace
je diskretizace hranice I" na koneény pocet tsecek (prvki) a vypocet neznamych
hrani¢nich hodnot na téchto prvcich. Na prvcich (elementech) rozlisujeme wuzlové
body, ve kterych predepisujeme okrajové podminky a ve kterych urc¢ujeme neznamé
hrani¢ni veli¢iny a koncové (extrémni) body. V dalsim textu se budeme zabyvat tzv.
konstantnimi prvky obsahujici jeden uzlovy bod, ktery se nachéazi nejcastéji upro-
stfed prvku mezi dvéma koncovjrmi body Hodnota veliéiny v uzlovém bodé tohoto
v [1]. Nejdiive se budeme zabyvat vypoctem neznamych hrani¢nich veli¢in pro dany
rovinny problém, pomoci kterych mizeme nasledné vypocitat zkoumané velic¢iny

(posuvy a napéti) uvniti télesa.

Vypocet neznamych hrani¢nich veli¢in

Méjme rozdélenou hranici I' na N konstantnich prvki. Zavedenim znaceni {u}’ =
(u',v')" a {t}" = (t.,t,)" pro posuvy a povrchové napéti v i-tém uzlu a za predpo-

kladu hladké hranice v uzlovém bodé maji rovnice - tvar

n

Sl + YUy = STy + {FY. (5.26)

Jj=1
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kde

. fp. Ufm(QaPi) dsq fp, Unm(Qapi) dSq |
Gl — j i , 5.27
] frj Uey(q,pi) dsg frj Uny(Qapi) ds, | ( )
A fp. sz(Qapi> dSq fp. Tnx(Qapi) dsq ]
HIY = J 7 , 5.28
] frj Tey(q,pi) dsq frj Toy(q, pi) dsq | 529
fQ Uéy(Q>pi)b£<Q) + Uny(Qapi)bn<Q> df2q ’ ‘

kde p;,q € T' a Q € Q. Bod p; zustava neménny (referenéni bod), zatimco bod ¢ se
méni pres j-ty prvek (integraéni bod). V kazdém prvku mame dvé neznamé veliciny
(posuvy ¢i povrchové napéti). Celkovy pocet neznamych a tedy i rovnic (5.26)) je 2/V.
Pokud méame smiSené okrajové podminky, tzn. na hranici jsou zadany jak posuvy
tak i povrchové napéti, vystupuji nezndmé velic¢iny v na obou stranéch rovnic.
Je tedy treba oddélit neznamé veli¢iny od znamych.

Rovnice ([5.26]) nejprve vyjadiime v maticové formé

[H]{u} = [G{t} +{F}, (5.30)
kde .
[H] = [A] + 5[1),

Rad matic [H] a [G] je 2N x2N a vektory {u}, {t} a {F} obsahuji 2N velicin. Slozky
(5.30) jsou definovany jako

(IR e/ (e
o - | @ e e
RSN G
HY (] [H)Y
= | B Y
) EY ()Y



2N rovnic (5.30) obsahuji celkem 4N hrani¢nich hodnot, 2NV posuvi a 2N hodnot
povrchovych napéti. 2N hodnot danych okrajovymi podminkami je znamych, zbylé
neznamé hodnoty ur¢ime z upravenim ({5.30)) na tvar

[A{X} = {R} +{F}, (5.31)

kde [A] je ¢tvercova matice koeficientt Fadu 2N, {X} je vektor 2N neznamych
hodnot a { R} je vektor obsahujici soucty sloupci matic |G| a [H] vynasobené odpo-

vidajicimi znamymi hrani¢nimi veli¢inami.

Vypocet posuvi uvniti télesa

Po vyfeseni rovnic (5.31]) jsou znadmy vSechny hrani¢ni hodnoty. Nasledkem toho,
posuvy {u}’ v bodé P;(z,y) uvnitt télesa 2 mohou byt vypoéteny z (5.16)), ktera po
diskretizaci prejde na tvar

n n

{u} =Y [G17{ey = Y [H]{u} +{F}. (5.32)

=1 =1
Matice [G]4, [H]" a vektor {F}' lze sestavit nahrazenim P € Q za p; € I' v (5.27),
529 » (529)

Vypocet napéti uvniti télesa

Vypocet napéti v bodé P;(x,y) uvniti oblasti Q2 vychazi z rovnic (5.22)), (5.23) a
(5.24), které po diskretizaci maji tvar

%

7y | = Sl y = Yl Hup +{sY.

kde matice [¢]", [5]" a vektor {S}" jsou uréeny nasledovné

T JuloelQ PRQ) + (@2 P (Q)] a0
{51 = Joloe(Q, P)be(Q) + 0,(Q, )by (Q)] A | - (5.33)
fQ [Taye (Qs P)be(Q) + Tuyy (Q, Fi)by(Q)] dS2
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Program pro reSeni problémi rovinné pruznosti

K praktickym vypoc¢tim rovinnych problémi budeme vyuzivat pocitacovy program
ELBECON]] vytvoieny v jazyce FORTRAN. Omezenim pii pouZiti programu je

zanedbani objemovych sil ve vypoctech a diskretizace hranice konstantnimi prvky.

Popis programu

Program se skladé z hlavniho programu a z deseti navazujicich podprogramii. Hlavni
program definuje pocet hrani¢nich prvka N, pocet uzavienych hranic NB a pocet
vnitfnich bodu IN. Dale otevira slozku INPUTFILE, ktera obsahuje informace o
modelu geometrie a vazeb a slozku OUTPUTFILE, do které jsou zapisovany vy-
sledky vypoctu. Slozka INPUTFILE obsahuje vSechna vstupni data potifebné pro
vypocet, tzn. materidlové charakteristiky E a v, souradnice hrani¢nich a vnitinich
bodi, okrajové podminky v uzlovych bodech, poc¢et prvki na jednotlivych hranicichE]
a typ rovinné tlohy (rovinnéa deformace ¢ napjatost.) Nasledujici seznam popisuje

postupné spousténi podprogramii a pribéh vypoctu:

INPUT Nacita data z INPUTFILE.

GMATICE Vytvari matici [G] definovanou rovnici (5.27)).

HMATICE Vytvari matici [H| definovanou rovnicemi (5.28)) a (5.31]).
ABMATICE Upravuje matice [H] a [G] na zékladé okrajovych podminek.
VYPOCET Resi systém linearnich rovnic [A][{X} = {R}.

REORDEREL  Upravuje hrani¢ni veli¢iny a tvar matic {u}, {v}, {t.} a {t,}.
UVIN Pocita slozky posuvi u a v ve vnitinich bodech télesa.
NAPETIHRAN Po¢ita napéti o,, o, a 7., v hrani¢nich uzlech.

NAPETIIN Pocité napéti o,, o, a 7, ve vnitinich bodech télesa.
ouTpPUT Zapisuje vysledky do slozky OUTPUTFILE.

4Detailni popis programu lze nalézt v [1]
Spoédet hranic uréuje pocet otvorii v materialu
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6 APLIKACE METODY HRANICNICH PRVKU

Cilem této kapitoly je sestaveni vypoctovych modeli pro aplikaci metody hrani¢nich
prvki na tlohy rovinné pruznosti s riznymi typy koncentratori napéti. Zkouma-
nymi objekty, na kterych budou vypoc¢tové modely vytvareny predstavuji soucasti
s danymi koncentratory napéti. Bude ukazan vliv diskretizace hranice oblasti i dis-
kretizace hranice jednotlivych koncentratori na pfesnost feSeni. Nasledné budou
porovnany vysledky ziskané analytickym pfistupem, metodou hrani¢nich prvku a
metodou kone¢nych prvkia. V nasledujicich prikladech je pro feseni metodou ko-
ne¢nych prvki pouzit vypoctovy software ANSYS a ANSYS Workbench. Vysledky
metodou hrani¢nich prvku byly ziskany pouzitim programu ELBECON popsaného

v predchéazejici kapitole.

6.1 Kruhovy otvor

V prvnim piikladu bude koncentratorem napéti maly kruhovy otvor. Objektem je
v tomto pripadé soucast ¢tvercového tvaru obsahujici ve svém stfedu tento kruhovy
otvor. Tato jednoducha tloha byla zvolena z divodu snadného ovéreni funkénosti
programu pro vypoc¢et MHP. Bude ukézan vliv zjemnovani sité hrani¢nich prvki na
hodnotu maximalniho napéti a vysledné hodnoty budou porovnany s analytickymi

vysledky a vysledky ziskanymi MKP.

Zadani

Provedte napétovou analyzu u soucasti zatizené dle Obr. vyrobené z ocelového
plechu. Zadané parametry:

e modul pruznosti v tahu £=2,1-10° MPa

e Poissonova konstanta v = 0,3

e tahové napéti o=1 MPa

Model geometrie

Uvazujme pfipad rovinné napjatosti. Geometrie objektu je dana délkou hrany ¢tver-
cové soucasti a primérem kruhového otvoru. Rozmeéry télesa jsou zobrazeny na Obr.
6.11

Model aktivace

Objekt je aktivovan silovym zatizenim, vytvarejicim na povrchu télesa tahové napéti

o, viz Obr.
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Obr. 6.1: Rozméry zadané soucasti

Model okrajovych podminek

Uloha je symetricka podle osy = a y a bude proto FeSena pouze ¢tvrtina soucasti.
Tato redukce je vyhodna z diivodu mensiho po¢tu rovnic a také z divodu zamezeni
pohybu télesa v prostoru. Na Obr. jsou oznaceny ¢asti hranice, na kterych bu-
dou ptedepsany okrajové podminky. Usecky A a B oznacuji mista s geometrickymi
okrajovymi podminkami zamezujici posuvu v ose y (usecka A) a posuvu v ose x

(usecka B). Na ¢asti hranice C je pfedepsana silova podminka.

P
<%

s

Obr. 6.2: Ctvrtina soudasti s oznacenim mist pro okrajové podminky

Model vlastnosti struktury

Uvazujeme homogenni, linedrné pruzny, izotropni materiél definovany dvéma mate-

ridlovymi charakteristikami £ a v.
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Model chovani

V [2] je uvedeno, ze projevy zatizeného télesa jsou v kazdém jeho bodé dany vektorem
posuvu, tenzorem pietvoreni a tenzorem napéti a model chovani bude obsahovat ty
veli¢iny z modelu projevi, které jsou podstatné z hlediska feSeného problému. Dle
tohoto ¢lenéni je podstatny pouze tenzor napéti. V piipadé rovinné napjatosti lze

redukovat podstatné slozky tenzoru napéti pouze na slozky o, o, a 7

Analyticky pristup

Hodnotu maximalntho napéti v soucésti o¢ekavame v blizkosti kruhového otvoru.
Schématické rozlozeni napéti v soucasti je na obr. [6.3] Pro vypocet maximalniho

napéti pouzijeme vzorec [19]
Omaz = O Onpom, (61>

kde « je tvarovy soucinitel koncentrace napéti. Pro kruhovy otvor, jehoz velikost
je zanedbatelna oproti ostatnim rozmérim soucasti je « rovna 3 [20]. Maximalni

napéti v soucésti ma tedy podle analytického piistupu hodnotu 3 MPa.

‘-‘—
- -] S
I-u—
ik = -
Tnom Tnom
— —
'r.—
S— ’: ——

Obr. 6.3: Rozlozeni napéti v prifezu télesa s kruhovym otvorem s vyznacenim kri-

tickych mist s maximalni hodnotou napéti

Metoda kone¢nych prvki

P1i popisu vypoctu metodou kone¢nych prvki vyuzijeme provedenou analyzu tlohy
spojenou s vytvorenim dil¢ich modelt. Timto roz¢lenénim vypoctového modelu jsme

strukturované popsali diilezita vstupni data nutna pro vypocet.
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Postup vypoctu

V programu ANSYS nejdiive definujeme model materialu zadanim konstant £ a v
a nasledné vytvorime model geometrie dle Obr. 6.1} Na tomto modelu vytvofime sit
kone¢nych prvki. Pro feseni této jednoduché rovinné ulohy byl zvolen ¢tytruzlovy
prvek PLANE182. Dale predepiSseme okrajové podminky na jednotlivé ¢asti hranice
dle Obr. a spustime vypocet. Provedeme 3 vypocty, velikost prvku budeme sni-
zovat postupné z 5 mm v prvnim vypoctu na 2,5 mm a nésledné na 1 mm. Sit
kone¢nych prvki pro délku prvku 2,5 mm je vidét na Obr. [6.4] RozloZeni maximél-
niho napéti (v tomto pfipadé maximalni napéti predstavuje normélové napéti o)

je vidét na Obr.

Obr. 6.4: Sit konecénych prvku s délkou hrany 2,5 mm

NODAL SCLUTICN

STEP=1
sUB =1
TIME=1
sX (avE)

DM¥ =.250E-03
SMN =-.130437
sSMx =3.13012

. 2.315
L2775 1.0925 1.9075 2.7225

Obr. 6.5: Vykresleni napéti o,
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Metoda hrani¢nich prvki

Postup pro vypocet metodou hrani¢nich prvki je podobny predchéazejicimu postupu
u MKP. Prvnim krokem je definice materidlu a vytvoreni modelu geometrie. Typ
prvku v tomto pfipadé nevolime, nebot jak bylo zminéno diive, metoda hrani¢nich
prvkl popisovéana a aplikovana v této praci vyuziva diskretizaci hranice konstant-
nimi prvky. Vstupni data zapisujeme do textového souboru INPUTFILE, ze kterého
budou poté nactena programem ELBECON. Model materialu je popsan materiélo-
vymi charakteristikami F a v. V ptipadé MHP neni nutné vytvaret model geometrie
(mysleno kiivky, plochy a objemy) jako u MKP, ale rovnou vytvarime sit hrani¢nich
prvkil definovanim soufadnic extrémnich bodu konstantnich prvka podél hranice
télesa. Uzlové body, ve kterych jsou vypocitavany hodnoty napéti se nachéazi upro-
stfed extrémnich bodi. Rozmisténi extrémnich a uzlovych bodu je na Obr. [6.6] kde

extrémni body jsou oznaceny modie a uzlové body zelené. Po vytvoreni sité hra-

005

0.04 -

003

¥ [m]

0.0z -

0.01 -

D_

1 1 1 1 1 1 1
0.0 ] 001 002 003 004 005 006
% [m]

Obr. 6.6: Sit hrani¢nich (konstantnich) prvku s velikosti prvku 5 mm (extrémni body

oznaceny modre, uzlové body zelené)

ni¢nich prvku predepiSeme geometrické a silové okrajové podminky do jednotlivych
uzli podle Obr. a provedeme vypocet. VyfeSenim tlohy metodou hrani¢nich
prvkil ziskaime hodnoty napéti a deformace v danych uzlovych bodech na hranici
soucasti. Pokud nas zajiméa i rozlozeni napéti ¢i deformace uvnitf télesa, musime
pred provedenim vypoctu zadat soutradnice vnitinich bodi, ve kterych se maji ve-
liciny vypocitat. Stejné jako v pripadé MKP provedeme tii vypocty pro tii rizné
velikosti prvki, pricemz jejich velikost je stejné jako u MKP. Maximalni hodnoty
napéti o, pro rizné hustoty sité jsou vypsany v tabulce, Tab. [6.1] Poloha bodi, ve

kterych bylo naméreno maximélni napéti o, u jednotlivych vypocti je zobrazena
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Oz.maz|MPa] | Pocet prvki
Velikost prvku | MHP | MKP | MHP | MKP
5 mm 1,756 | 2,509 | 58 | 180
2,5 mm 2,126 | 2,925 | 116 720
1 mm 2,575 (3,130 | 290 | 4500

Tab. 6.1: Maximalni hodnoty napéti o, pfi rizné hustoté sité prvka

na Obr. [6.7 Uzlové body, ve kterych bylo naméfeno maximalni napéti se nachazi v

== _
|
|
I

MHP 1\
\

MHE (1,25mm)
II
|

MHE (), Samm)

MKP

| -rx)'v\:/”" T ;.'

Obr. 6.7: Poloha bodt s maximélnim napétim pro jednotlivé vypocty s ¢ervené ozna-

¢enym kritickym bodem soucésti (éislo v zavorce znac¢i vzdalenost od kritického
bodu)

blizkosti kritického bodu znazornéného na Obr. [6.3] V piipadé MKP je uzlovy bod
totozny s kritickym bodem, v ptipadé MHP se uzlovy bod ke kritickému bodu blizi
pii zjemnovani sité. Je to dano pouzitim konstantntho hrani¢niho prvku, pfi kterém
se v kritickém bodé nachézi vzdy extrémni bod konstantniho prvku. Tomuto trendu
odpovidaji i hodnoty napéti pro MHP v tabulce [6.1], které jsou pii stejné velikosti
prvka mensi nez hodnoty napéti u MKP. Pro ilustraci je v tabulce, Tab. [6.2] ukazan
vliv zjemnéni sité hrani¢nich prvki (a tedy pfiblizovani uzlovych bodu kritickému)
na hodnotu maximélntho napéti o, a je zde také porovnan pocet prvki pouzitych

pri jednotlivych vypoctech. Poslednim vystupem této tilohy bude vykresleni napéti

Velikost prvku | o4 ma.|MPal | Pocet prvka
0,5 mm 2,809 580
0,2 mm 3,009 1400

Tab. 6.2: Maximalni hodnoty napéti o, pii zhustovani sité hrani¢nich prvka

0. po cesté podél vertikalni osy symetrie, jak je znédzornéno na Obr. [6.8] Porovnani
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Obr. 6.8: Cesta vykresleni napéti o, v soucasti

hodnot napéti o, ziskanych vypoc¢tem MHP a MKP uvniti materialu je k vidéni na

Obr 6.9

35 T T T T T T T T
— MHP-velikost prvku 1 mm 32| — MHP-velikost preku 1 mm |
MHP-velikost preku 0,5 mm MHP-velikost preku 0.5 mm
3 MHP-velikast prku 0.2 mm ER RS MHP-velikost preku 0.2 mm
— WKP-velikost prvku 1 mm — WKP-velikost prvku 1 mm

5, [MP3]
.u
-~
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0 ooos 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 -2 1}
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Obr. 6.9: RozloZeni napéti o, podél vertikilni osy symetrie s detailem na okoli kru-

hového otvoru

Diskuze vysledkt

V prikladu 1 se vysledky ziskané obéma numerickymi metodami pii zjemiovani jejich
sité priblizovaly k analytickému vysledku. Pii stejné velikosti hrani¢nich a kone¢nych
prvkil dosahovaly kone¢né prvky presnéjsich vysledki. Pro obdrzeni adekvatnich
vysledki hraniénimi prvky muselo dojit ke zjemnéni jejich sité. Po zjemnéni sice
narostl pocet hranic¢nich prvki, avSak jejich celkovy pocet byl stale mensi nez pocet
kone¢nych prvki. Vysledky také poukézaly na nedokonalost konstantnich hrani¢nich
prvki spocivajici v poloze uzlového bodu uprostied prvku. Tato nevyhoda musi byt

kompenzovana zjemnénim sité v blizkosti koncentratort napéti.
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6.2 Elipticky otvor

V tomto prikladu je koncentratorem napéti otvor tvaru elipsy. Zkoumanym objektem

je opét cela soucast obsahujici elipticky otvor ve svém stiedu.

Zadani

Provedte deformac¢né-napétovou analyzu u soucasti ¢tvercového tvaru se stfedovym
eliptickym otvorem zatizenou dle Obr.[6.10] Porovnejte napéti a deformace vypoctené
metodou konecnych a hrani¢nich prvkia. Soucést je vyrobena z ocelového plechu.
Zadané parametry

e modul pruznosti v tahu £=2,1-10° MPa

e Poissonova konstanta v =0, 3

e tahové napéti 0=9 MPa

e rozmeéry soucasti: délka hrany L=1000mm, hlavni poloosa elipsy a=100mm,

vedlejsi poloosa elipsy c=10mm

Model geometrie

Uvazujme opét pripad rovinné napjatosti. Podstatnymi geometrickymi veli¢inami
jsou délka hrany ¢tvercové soucésti a dale rozméry elipsy. VSechna data charakteri-
zujici geometrii soucasti jsou v zadani tlohy.

Model vazeb

Objekt je vazan na levé strané vetknutim k okolnimu prostfedi, viz Obr. [6.10}

-~

Obr. 6.10: Zadana soucast se znédzornénim okrajovych podminek
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Model aktivace

Na objekt ptisobi silové zatizeni, vyvolavajici na tfech ¢astech hranice télesa tahové

napéti o, viz Obr. [6.10]

Model okrajovych podminek

Uloha je symetricka podél osy « a je mozné fedeni redukovat na analyzu pouze polo-
viny soucésti. Soucast vsak bude analyzovéana jako celek za ti¢elem ovéreni funkénosti
programu ELBECON pro feSeni systému s vice hranicemi. Na levé ¢asti hranice pie-
depiseme geometrickou podminku zabranujici posuvim v ose x i y. Na zbylych tfech
¢astech hranice predepiSseme silovou podminku dle Obr. [6.10]

Model vlastnosti struktury

Predpokladdme homogenni, linearné pruzny, izotropni material. Podstatnymi vlast-

nostmi jsou materidlové charakteristiky £ a v definované v zadani.

Model chovani

Podstatnymi vlastnostmi jednotlivych bodu zatizeného objektu jsou vektor posuvu,

tenzor pretvoreni a tenzor napéti.

Metoda kone¢nych prvki

Prvnim krokem analyzy je definice materialu a vytvoreni modelu geometrie. Pro-
toze jsme se rozhodli zanedbat symetrii ptfi feSeni této tlohy, je model geometrie
dan obrazkem Obr. [6.10] Nasleduje vytvoreni sité kone¢nych prvki. Kvili eliptic-
kému otvoru nelze vytvofit mapované sit, proto nebudeme porovnavat vliv zvySovani
poc¢tu prvki na vysledné hodnoty napéti u MKP, ale budeme zkoumat pouze vliv
diskretizace u MHP. Sit kone¢nych prvki je vidét na Obr. Nejedna se o prvotni
konfiguraci sité. Postupnym zjemnovanim konec¢noprvkové sité v okoli koncentratoru
bylo dosahovano rizné hodnoty maximélniho napéti v blizkosti eliptického otvoru.
Pii takovém zjemnéni, kdy zména hodnoty maximalniho napéti neptesahla 2%, byla
Uprava sité pferusena. Jelikoz jde o ulohu rovinné pruznosti s nepravidelnou siti, byl
pouzit prvek typu PLANE 183. Po vytvofeni sité kone¢nych prvki zaddme okrajové
podminky a provedeme vypocet. Chovani soucasti podrobené tahovému zatizeni o
je znazornéno na obréazcich a které popisuji deformaci soucasti a rozlozeni
dominantniho napéti o, v soucasti. Maximélni hodnota napéti je podle ocekavani v

blizkosti koncentratoru napéti v misté nejvétsiho zakiiveni otvoru, jak je vidét na
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Obr. 6.11: Sit konec¢nych prvku v soucasti a v blizkosti eliptického otvoru

Obr. a detailu eliptického otvoru, které je na Obr.

A: Static Structural
Total Deformation
Type: Total Deformation
Unit: mm

Tirme: 1

0,038062 Max
0,033833
0,029604
0,025374
0,021146
0,0163916
0,012687
0,0084582
0,00422M

0 Min

300,00

600,00 {mim)

Obr. 6.12: Vysledné deformace soucasti po zatizeni
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A: Static Structural
Maormal Stress 2
Type: Mormal Stress Y Axis )
Unit MPa
Global Coordinate System
Time: 1

183,01 Max

167 47

151,92

136,38

120,84

108,3

89,756

74,213

-3,498 Min

L]
0,00 600,00 (mm) I'—. H
 —

300,00

Obr. 6.13: RozloZeni napéti o, v soucasti

Unit’
Glohal Cod
Time: 1

183,01 Max
167,47
151,92
136,38
120,84
105,3
89,756
74,213
58,671
43,129
27,587
12,044
-3,498 Min

Obr. 6.14: Rozlozeni napéti o, v blizkosti eliptického otvoru
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Metoda hrani¢nich prvki

Opét nejdiive nadefinujeme model materialu. Za¢neme tedy definici materidlovych
charakteristik £ a v. Poté ur¢ime souradnice extrémnich bodd hrani¢nich prvkia.
Extrémni body by mély byt voleny tak, aby v oblasti nejvétsi kiivosti elipsy jejich
pocet narostl. Toho docilime definovanim soufadnic extrémnich bodu na elipse po-
moci konstantniho prirastku tthlu Af, kde A8 = 27 /n a n je pocet hrani¢nich prvki
na elipse. Déle do uzli hrani¢nich prvkia predepiSeme okrajové podminky dle Obr.
Nakonec zadame soutradnice vnitinich bodi, ve kterych nés zajimaji hodnoty
napéti a deformace a provedeme vypocet. Schéma sité hrani¢nich prvki je zobrazeno
na Obr. [6.15 Vzhledem k diskretizaci hranice konstantnimi prvky, je tfeba zadat
dostatecné mnozstvi extrémnich bodi na eliptickém otvoru, abychom dosahli dosta-

tecné jemné sité v blizkosti nejvétsiho zakfiveni elipsy.

05 N A N S
0.4+ 1
0.3t 1
02+ |
014 1

E ot .
0.1+ -
N2+ —
N3+ -
04} 1
02507 T3 S0z o1 S0 S o1 02 C03 01 05

¥ [m]

Obr. 6.15: Sit hrani¢nich (konstantnich) prvka (extrémni body oznaeny modfe,

uzlové body zelené)

Program ELBECON umoziuje pouze vypocet napéti a deformaci v konkrétnich
vnitfnich bodech soucasti. Pro grafické vyjadieni zkoumanych veli¢in uvnitt sou-
¢asti je tfeba data upravit v jiném matematickém softwaru. Rozmisténim vnitinich
bodii uvnitf celé oblasti a jejich tpravou v programu MATLAB lze ziskat graficky
vystup rozlozeni napéti ¢i deformace v soucésti, jak ukazuji Obr. a[6.18 Na
Obr. je pro vétsi prehlednost ukazan detail rozlozeni napéti v blizkosti eliptic-

kého otvoru, kde je hodnota napéti o, maximalni.

30



DE T T T T T T T
mm
0.04
O4r T 0.035
0.03
02t 1
0.025
E 0 | 0.0z
=
0.015
D2r 1 0.01
0.005
0.4 F E
]
0B | | | 1 1 1 1
0B 0.4 0z 0 0z 0.4 0B
% [m)

Obr. 6.16: Vysledné deformace soucasti po zatizeni

Nyni se podivejme na vliv hustoty sité hrani¢nich prvkia na rozlozeni napéti v sou-
¢asti. V prikladu s kruhovym otvorem se zjemnovala sit rovnomérné po celé hranici
soucasti. V tomto pripadé byl na vnéjsi hranici ponechan stejny pocet hrani¢nich
prvki (400 prvka rovnomérné rozdélenych na vechny 4 ¢asti hranice) pro vSechny
vypocty. Pocet prvki na eliptickém otvoru se ménil z minimélni hodnoty 100 prvka
az na 1500 prvki. Vysledky jednotlivych vypocti jsou vidét na Obr. [6.20 a [6.21]
které popisuji hodnoty napéti o, a o, po cesté podél osy z, viz Obr .

Obr. 6.17: Cesta vykresleni napéti o, a o, v soucasti
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Obr. 6.18: Rozlozeni napéti o, uvnitf soucasti
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Obr. 6.19: Rozlozeni napéti o, v blizkosti eliptického otvoru.
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Obr. 6.20: Rozlozeni napéti o, podél osy = prochazejici hlavnimi poloosami elip-
tického otvoru s detailem bodu v blizkosti hranice otvoru. Legenda znac¢i pocet

hrani¢nich prvki na eliptickém otvoru
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Obr. 6.21: RozloZeni napéti o, podél osy x prochazejici hlavnimi poloosami elip-
tického otvoru s detailem bodu na hranici otvoru. Legenda znad¢i pocet hrani¢nich

prvki na eliptickém otvoru
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Diskuze vysledkt

Jak lze pozorovat z vysledku rozlozeni napéti a deformace uvniti soucasti a také z
grafti, které vykresluji napéti o, a o, podél osy z, vysledky ziskané metodou hra-
ni¢nich prvki jsou velmi blizké vysledkim ziskanym metodou konec¢nych prvki. V
tomto pripadé byla nevyhoda v podobé diskretizace konstantnimi prvky kompen-
zovana zjemnénim sité hranic¢nich prvki v blizkosti nejvétsiho zakiiveni eliptického

otvoru.

6.3 Vrub v homogennim materialu

Objektem je v tomto piipadé soucast obsahujici vrub.

Zadani

Provedte napétovou analyzu u télesa obsahujici symetricky vrub a zatiZzeného dle
Obr. . Zadané parametry:

e modul pruznosti v tahu £=2,1-10° MPa

e Poissonova konstanta v = 0, 3

e tahové napéti o=1 MPa

e rozméry soucasti: délka hrany L=100mm, délka vrubu l=10mm, thel rozevieni

vrubu a=45°

Obr. 6.22: Zadana soucast se znazornénim okrajovych podminek
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Model geometrie

Opét uvazujeme rovinny model, konkrétné pripad rovinné napjatosti. Geometrie
objektu je ddna délkou hrany ¢tvercového télesa v némz se nachéazi vrub, dale délkou
vrubu a thlem rozevieni.

Model vazeb

Objekt je vazan vpravo k okoli obecnou vazbou, viz Obr.

Model aktivace

Objekt je aktivovan okolim silovym zatizenim, viz Obr které na povrchu ob-
jektu vyvolava tahové napéti o.

Model okrajovych podminek

Soucast je symetrickd podle osy x, proto budeme fesit pouze jeji horni polovinu. Mo-
del okrajovych podminek pro redukovanou ¢ast je zobrazen na Obr. [6.23] Na soucasti
predepiseme dvé geometrické okrajové podminky, kterymi zabranime pohybu télesa

jako celku a jednu silovou okrajovou podminku.

.

UX=0

""""{_.-"} _

Obr. 6.23: Model okrajovych podminek

Model vlastnosti struktury

Predpokladdme homogenni, linearné pruzny, izotropni materiél definovany dvéma
materiadlovymi charakteristikami E a v, jejichz hodnoty jsou definovéany v zadéni.
Model projevi

JelikoZ nés zajima pouze rozlozeni napéti v soucasti, bude podstatnym projevem u

zatizeného objektu vznik napjatosti.
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Metoda konec¢nych prvki

Vytvorenim dil¢ich modeli v predchazejicich odstavcich mame pripravena vsechna
vstupni data nutné pro vypocet. Po definovani materialu soucasti a vytvoreni modelu
geometrie pristoupime k tvorbé konecnoprvkové sité. Vzhledem k rovinnému typu
ulohy byl zvolen osmiuzlovy prvek PLANE183. K docileni mapované sité kone¢nych
prvki byla plocha analyzované soucésti rozlozena na 4 podoblasti. Tato Gprava takeé
umozni zjemnéni konecnoprvkové sité v blizkosti vrubu. Vysledna sit koneénych
prvku je na Obr. [6.24] Po vytvoreni sit¢ zadame okrajové podminky dle Obr.

a provedeme vypocet.

Obr. 6.24: Sit kone¢nych prvku

Metoda hranic¢nich prvki

Postupujeme stejné jako v predchézejicich dvou tilohach. Nejdiive nadefinujeme mo-
del materialu pomoci materidlovych konstant E a v. Déle na modelu geometrie
zadame souradnice extrémnich boda hrani¢nich prvka podél hranice téles, ¢imz vy-
tvorfime na soucasti sit hrani¢nich prvka. Sit hrani¢nich prvku je schematicky zna-
zornéna na Obr. [6.25] Pro vypoc¢ty bude sit zna¢né zjemnéna. Do uzlovych bodu
konstantnich prvka predepiSseme okrajové podminky dle Obr. a provedeme vy-
pocet. Jak je vidét v Tab. [6.3] ktera obsahuje vypoctené hodnoty maximalniho
napéti o, vysledky ziskané metodou konecnych a hrani¢nich prvki se znacné lisi, a
to 1 pii zjemnéni sité.

P1i vykresleni napéti o, po cesté znazornéné na Obr. zjistime, ze tyto od-
chylky vypoctenych hodnot napéti jsou lokalniho charakteru v blizkosti vrubu. Vy-
kresleni napéti o, po cesté je na Obr. [6.27]
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Obr. 6.25: Schéma sité hrani¢nich prvka (Extrémni body konstantnich prvka ozna-

¢eny modrie, uzlové body zelené)

Obr. 6.26: Cesta vykresleni napéti o, uvniti soucasti
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Obr. 6.27: Rozlozeni dominantniho napéti o, podél osy symetrie(Legenda oznacuje

pocet hrani¢nich prvki na hranici soucésti)
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Numerickd metoda | oy ma,s [MPa]
MKP 19.50
MHP 400 hp 10.44
MHP 600 hp 9.76
MHP 1000 hp 9.43

Tab. 6.3: Maximalni hodnoty napéti o, v soucasti s vrubem

Diskuze vysledkt

V tomto prikladu se hodnoty maximalniho napéti o, vypoctené obéma numerickymi
metodami vyrazneé lisily. Porovnanim hodnot napéti uvnitf soucasti bylo zjisténo, ze
hodnoty napéti o, se lisi v tésné blizkosti vrubu (<1,5mm). Takto odlisné vysledky
mohly byt zptisobeny nevhodné zvolenym hrani¢nim prvkem pro koncentrétor napéti

typu vrub, ale i nevhodné zvolenym fundamentalnim fesenim pro tento typ tlohy.
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ZAVER

Cilem prace bylo formulovat metodu hrani¢nich prvka pro rovinny problém lomové
mechaniky. Dil¢im cilem k aplikaci MHP na rovinny problém lomové mechaniky byla
formulace MHP pro rovinny problém lineérni elastické pruznosti pro izotropni mate-
rial obsahujici riizné typy koncentratorti napéti a studovat vliv diskretizace hranice
oblasti a danych koncentratori na presnost feseni. Uvodni kapitoly se vénuji teorii
metody hrani¢nich prvku.

V druhé kapitole byla popsédna zakladni struktura metody hrani¢nich prvku, jeji
vyvoj, klady a zapory a srovnani s nejrozsifenéjsim numerickym néstrojem v oblasti
feSeni problémi mechaniky, pruznosti a pevnosti, metodou konec¢nych prvki.

Tteti kapitola obsahuje zékladni vztahy rovinné pruznosti. Konkrétné jsou analy-
zovany stavy rovinné deformace a rovinné napjatosti. Jde o matematickou teorii
potfebnou pro aplikaci metody hrani¢nich prvka na rovinny problém pruznosti.
Nutnou podminkou aplikace metody hrani¢nich prvki je znalost fundamentalniho
fesSeni. Jeho sestavenim a vyuzitim se zabyvala kapitola ¢tyri. V této sekci bylo po-
pséno sestaveni jak klasického fundamentalniho feseni pro osamélou silu v nekonecéné
roviné, tak i sestaveni fundamentalniho reSeni pro osamélou silu v blizkosti otvoru
a vyuziti fundamentalniho feSeni pro popis posuvi a napjatosti v blizkosti trhliny
v bi-materialu.

Kapitola pét se zabyvala sestrojenim hrani¢nim integralnich rovnic vyuzitim po-
znatkil predchozich dvou kapitol. Po sestrojeni téchto rovnic byla popséna numericka
implementace metody hrani¢nich prvkia spocivajici v diskretizaci hranice zkouma-
ného télesa na koneény pocet prvkii.

V posledni kapitole byly vytvofeny tfi vypoc¢tové modely pro vypocet napéti v sou-
¢asti obsahujici koncentrator napéti typu kruhovy otvor, elipticky otvor a vrub. Vy-
pocet metodou koneénych prvki probéhl ve vypoctovém softwaru ANSYS a ANSYS
Workbench. Vysledky metodou hrani¢nich prvkia byly ziskdny pouzitim pocitacové
programu ELBECON;, ktery vyuzival fundamentalniho reSeni odvozeného pro osa-

mélou silu v nekonecné roving.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

E [Pa] Modul pruznosti v tahu

v [—] Poissonova konstanta

u,v,w [m] Slozky vektoru posuvu
0ij, Tij [Pa] Slozky tenzoru napéti €;;
€ij Vijl—] Slozky tenzoru pretvoreni
A [Pa] Lameho konstanta

t., t, [Pa] Slozky povrchového napéti
F; [N] Slozky osamélé sily

2 Oblast zkoumaného télesa

I' Hranice zkoumaného télesa

«, f Dundursovy parametry

B Dislokaé¢ni hustota

K [MPam?] Faktor intenzity napéti
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