Prosty krut

Pozndmka: V obrazcich jsou vektory znaceny Sipkou. V textu a vztazich jsou vektory znaceny tucné,
jejich velikost a sloZKy jsou znaCeny normalné. Je to praktictéjsi a zcela béZna konvence.

Pr. 1: U prutu podle obrazku stanovte maximalni napéti, natoceni volného konce, mista vrubu (bod
A stiednice prutu) a poloviny osazené ¢asti (bod B stfednice prutu), jestliZe je ddno a = 100 mm,
d=20mm,D =30mm,a =17, M =03%x10°Nxmm,E = 2.1 x 10° MPaapu = 0.3.

Pti dodrZeni pravidla pravé ruky u zadanych silovych dvojic M a 2M se obrazek miize schematicky

prekreslit nasledovné.
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Uplné uvolnéni a staticky rozbor

Pfi tplném uvolnéni se nahradi vazba vetknutim momentem M,. Je dobry zvyk tento moment zvolit
smérem ven z plochy, tj. ve sméru vnéjsi normaly k ploSe pricného priirezu hiidele, jak ukazuje
nasledujici obrazek.



Z obrazku vyplyva, Ze mnozina nezndmych parametri je jednoprvkova
NP={My}=>pu=1
a vzhledem k tomu, Ze je k dispozici pouze jedina rovnice rovnhovahy
My +2M+M=0=>v=1,
je uloha staticky urcita, tj.
s=u—v=0.
Vysledné vnitini uc¢inky
Staticka urcitost ulohy umoznuje ihned vyjadrit vysledné vnitini ti¢inky. Vzhledem k zadani, kde je
mimo jiné nutné stanovit natoCeni v pricném priiezu (B) bez vnéjsiho zatiZeni, zavede se v tomto

priifezu doplitkové zatiZeni nulovym momentem M ; = 0. Smysl vektoru M ; muize byt zvoleny
libovolné, viz nasledujici obrazek.
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S vyuzitim existence volného konce se vysledné vnitini tc¢inky budou stanovovat zprava po trech
usecich.

Usek Schéma Vztah
K, -
%, € (0,2a) -~ = Ml My, = M
]
—> -1

=>

M

n, ol
XZE(O,a) - Lr‘z_ B Mk2:M+2M
Aol

—, =
HL,, ‘%Ll‘e' " j

(o, >
x3 € (0,a) 4 LﬁL_%ALMQ__J




Reseni

Znalost vyslednych vnitinich a¢ink My, M, a M} dava ieSeni celé tlohy. V ptipadé stanoveni
maximalniho napéti je vhodné si vykreslit pribéh vnitinich uc¢inkd My, My, a M3 podél stirednice
prutuy, jak to ukazuje nasledujici obrazek.
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Dosazenim M = 0.3 X 10 N X mm a M,; = 0 do vyS$e odvozenych vztahii pro vysledné vnitfni
ucinky se dostane po ¢astech konstantni pribéh

{0.9 X 10 Nxmm prox € (0,200) mm,
e =

0.3 X 10° Nx mm pro x € (200,400) mm.
Odpovidajici nominélni smykova napéti ti a t7 = t; se vyjadri na zakladé vztahii

My, 16M 16 x 0.3 x 10°
Wl md3  mx203

T = =191 MPa,

My,  16(M +2M) 16 x 0.9 x 10°
wZ nD3 ~ wx303

T2 =170 MPa,
Mys _ 16(M +2M + My) _16x09x 10

= 170 MPa.
w2 D3 7 x 30° a

3 =

RozloZenim téchto hodnot podél stiednice prutu se dostane nasledujic graf
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po ¢astech konstantni funkce

_ {170 MPa prox € (0,200) mm,
'k = 1191 MPa pro x € (200,400) mm.

V grafu je vyznacena také maximalni hodnota napéti 7,,,,, ktera se nachazi v tésné blizkosti korene
vrubu na mensim z obou primeéri d a lze ji vyjadrit pomoci soucinitel koncentrace napéti «
nasledovné



Tmax = T1a = 191 X 1.7 = 325 MPa.

Pro stanoveni nato¢eni v danych bodech strednice prutu bude nutné znat modul pruznosti ve
smyku G, polarni momenty jednotlivych priiezi ]I% a]ﬁ a délky usekt 14, [, a I3, na kterych dochazi
ke zméneé pricnych prirezl prutu nebo zatiZzeni (shoduji se s useky, na kterych jsou predepsané
vysledné vnitini uc€inky), tj.

G = E —2'1X105—08x105MP
T2(0+p  200+03) &

1_7‘[d4_7'[><204_15708 .
=3y =3 T mm,
2_7‘[D4_T[><304_79522 .
=3y =73~ mm,

l; =200 mm,

[, =100 mm,

l3 =100 mm.

Natoceni kazdého pricného priirezu se stanovi pomoci Castiglianovy véty. Natoceni volného konce
prutu ¢, se pak miiZe vyjadrit nasledovné

_OW Ml OMiy | Miply OMys +Mk3l3 M3
=M T 6T oM T GZ oM T G2 oM
Ml @ (M +2M)l, 9
_th 9 M +2M
GJ} 9T gz a0
(M +2M + M) d
M +2M — M
GJ2 6]\/[( + a)
Ml (M 42M), (M4 2M — M)
Gl GJ3 GJ3
0.3 x10° x 200 o x 0.9 x 10° x 100
"~ 0.8x 105 x 15708 0.8 x 105 x 79522

(M) +

= 0.08 rad,

kde W je potencial prutu a M je velikost silové dvojice zatéZujici volny konec prutu.

Pozndmka: k lepSimu pochopeni jsou veli¢iny (parametry) ve vyslednych vnitnich u¢incich, podle
kterych se derivuje, zvyraznény Cervené.

JelikoZ je @, kladné, je smysl natoceni pricného priifezu na volném konci shodné se smyslem
zatézujici silové dvojice M, jak ukazuje nasledujici obrazek.



Natoceni v misté vrubu ¢,, se vyjadri podobné

_ ow :Mklll OMj1 Myaly OMy, My3ls OMys3
P2 a@2M)  GJy 02M)  GJE 02M)  GJp a(2M)

Ml 9 00 + (M +2M)l, 0 (O + 220
G o(2M) GJ2 a(2M)

(M +2M —M)l; 0

2M —
GJ2 a(2M) (M + Ma)

(M +2M), (M +2M — My)l; 0.9 x 106 x 100

= > > =2 X = 0.03 rad,
GJ2 GJ2 0.8 X 105 X 79522

kde W je opét potencial prutu a 2M je velikost vnéjsi silové dvojice plisobici v misté 4, tj. v misté
vrubu. Natoceni ¢, je kladné, proto je natoceni ¢, shodné se smyslem silové dvojice 2M, jak
ukazuje dalsi obrazek.

Zbyvé stanovit natoCeni ¢, v misté B strednice prutu. Nejkomplikovanéj$im zplisobem je pouzit
Castiglianovu vétu, tj. v misté B byla zavedena dopliikové silova dvojice M; = 0 jejiz nekonecné
mala zména velikosti dM; ve vyrazu pro potencial prutu W uda miru natoceni pricného prirezu
prutu
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Natoceni @y, je zaporné, proto ma natoceni ¢;,, opany smysl nez smysl doplitkové silové dvojice
M 4, jak ukazuje posledni obrazek tohoto prikladu.




Pr. 2: U prutu podle obrazku stanovte bezpec¢nost k k meznimu stavu pruznosti, jestlize je dano
a=100mm,d =30mm,a = 1.3, M = 0.4 X 10° N xmm, ¢, =1 x 1077 N"1, E = 2.1 X 10° MPa,
u =0.3a0, =400 MPa.

Pri dodrzeni pravidla pravé ruky u zadané silové dvojice M se obrazek mize schematicky
prekreslit nasledovné.
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Uplné uvolnéni a staticky rozbor

Pfi iplném uvolnéni se nahradi vazba vetknutim a pruzna vazba vnéjSimi momenty M, a M. Je
dobry zvyk smysl téchto momentt zvolit smérem ven z plochy pricného prirezu, tj. ve sméru vnéjsi
normaly k plose pri¢ného prirezu hridele, jak ukazuje nasledujici obrazek.
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Z obrazku vyplyva, Ze mnoZina neznamych parametri je dvouprvkova
NP = {My,Mg}=> u=2
a vzhledem k tomu, Ze je dispozici pouze jedina rovnice rovnovahy
My —-M+Mzg=0=>v=1,
je uloha jedenkrat staticky neurcita, tj.

s=u—v=2-1=1.



Cdste¢né uvolnéni a deformaéni podminka
Staticka neurcitost vyZaduje provedeni ¢astecného uvolnéni. Navodem k ¢astecnému uvolnéni je
pruzna vazba, ktera se nahradi vnéjSim momentem My, jak ukazuje nasledujici obrazek.
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Jedina nenulova slozka Mz momentu M musi spliiovat podminku specifikovanou charakterem
vazby v misté B prutu. V pripadé pruzné vazby ma deformacni podminka tvar

Pp = _CpMB;
kde ¢ je natoCeni konce B prutu a ¢, je poddajnost pruZiny.

Vysledné vniti'ni ucinky

Na zakladé ¢astecného uvolnéni se vyjadii vysledné vnitini ucinky, ve kterych smi vystupovat
pouze vnéjsi zatizeni (silova dvojice M) a neznamy libovolné zvoleny parametr dany z caste¢ného
uvolnéni (vnéjsi moment Mz). S vyuZitim existence volného konce prutu se vysledné vnitini i¢inky
budou stanovovat zprava ve dvou usecich.
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Odstranéni statické neurcitosti
Ve vyslednych vnitinich tcincich vystupuje neznadmy parametr Mg, ktery lze vyjadrit z vysSe
uvedené deformacni podminky

pp = —CpMp.

Vyraz pro ¢y na levé strané predchozi rovnice se miize vyjadrit pomoci Castiglianovy véty jako
derivace potencialu W prutu podle slozZky momentu Mg, tj.

ow

M = _CpMB'

Parcialni derivace na levé strané predchoziho vztahu se miiZe rozepsat nasledovné



Mklll aMkl Mk2l2 aIV[kZ —
GJ, aMg = GJ, Mg

Mg3a 0 +(MB—M)a 0
GJ, oMz ° Gl, Mg

Mg3a (Mg —M)a
= + = —c,Mp.
Glp Glp pB

Ve vysSe odvozené rovnici je jedina neznama slozka Mz momentu M a jelikoz jde o rovnici linearni,
miZe se z ni i bez problém vyjadrit

Ma
Mg(4a+c,GJ,) = Ma = My = Gt oGl
Slozka Mg vysla kladng, to geometricky znamena, Ze smysl vnéjStho momentu Mg v ¢astetném
uvolnéni byl (nahodou) zvolen spravné. Nasledujici obrazek tento fakt ilustruje, kde je vyobrazen
moment My jako reakce pruzné vazby na vnéjsi zatizeni prutu silovou dvojici M.

Reseni
K dal$im vypoctim je nutné znat hodnotu modulu pruznosti ve smyku G materialu prutu a polarni
moment plochy J,,. Tedy

G = E —2'1X105—08x105MP
T2+ 200+03) b
_mDt _m 9522 mm
=33 =32 T s

Dosazenim téchto veli¢in do vySe vyjadieného vztahu pro My se dostane

Ma 0.4 x 10° x 100

M, = - = 38603 N x mm,
B~ 4a+c,GJ, 4x100+10~7 x 0.8 x 105 x 79522 i

Nyni je mozné vykreslit priibéh vnittnich uc¢inkd My, a M, podél stiednice prutu, jak to ukazuje
nasledujici obrazek.
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Dosazenim M = 0.4 x 10° N X mm a Mgz = 38603 N X mm do vy$e odvozenych vztahti pro
vysledné vnitini Gcinky se dostane po ¢astech konstantni priibéh

_ {—361797 NXxmm prox € (0,100) mm,
k 38603N xmm  pro x € (100,400) mm.

Odpovidajici nominalni smykova napéti 7} a 72 se vyjadii na zakladé vztaht

My 16Mg 16 x 38603
W, md® = mx303

Th = = 7.3 MPa,
My, 16(Mp—M) 16 x 361397

= —68.2 MPa.
W2 nd3 7T x 303 a

o=

RozloZenim téchto hodnot podél stiednice prutu se dostane nasledujic graf
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po castech konstantni funkce

= { 7.3 MPa pro x € (0,100) mm,
k¥~ |-68.2MPa prox € (100,400) mm.

V grafu je vyznacena $picka napéti zplisobena piitomnosti vrubu v misté x = 100 mm, ktera se
vyjadri pomoci soucinitele koncentrace napéti a nasledovné

Ta =T1a = 7.3 X 1.3 = 9.49 MPa.

Je ztejmé, Ze prestoZe jde o vrub, neni koncentrace napéti v jeho blizkosti velka natolik, aby se
jednalo o napéti maximalni. Maximalni hodnota napéti se vyskytuje v ¢asti prutu x € (0,100) mm.
V kterémkoli misté tohoto Useku pak plati bezpec¢nost vzhledem k meznimu stavu pruznosti
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PF. 3: Soustava prutl podle obrazku je tvoifena dvéma pruty. Prut ¢. 1 je hiidel o priméru d a prut ¢.
2 je trubka s vnéjsim primérem D a svétlosti d, ktera je v poloviné své délky zatiZena vnéjsi silovou
dvojici M. Oba pruty jsou vyrobeny ze stejného materialu. Priimér hiidele i otvor v trubce jsou
licovany tak, Ze jdou do sebe zasunout a bez tfeni se navzajem protaceji. Volné konce obou prutt
jsou vzajemné spojeny zavlackou a opacné Konce prutii jsou vetknuté. Stanovte maximalni moznou
vyrobni vili ¢, vyvrtanych pii¢nych otvort pro zavlacku v hiideli i trubce tak, aby nebyla
pirekroc¢ena mez kluzu materialu obou prutd, jestlize je dano a = 100 mm, d = 30 mm, D = 40 mm,

M =0.6X10°Nxmm,E = 2.1 x 10° MPa, u = 0.3 a g;, = 400 MPa.

P1i dodrzeni pravidla pravé ruky u zadané silové dvojice M se obrazek mize schematicky
prekreslit nasledovné.

dl {

D
-E:ZD \I' ¢ @i 7
D DY —— ﬂb’"‘ﬂ'é’
2

AN e

A

Uplné uvolnéni a staticky rozbor

P iplném uvolnéni se nahradi vazby vetknutim a spolecna vazba obou prutd vnéjsimi momenty
My, Mg a M. ]Jakjiz bylo vySe zminéno, je dobry zvyk smysl téchto momentd zvolit smérem ven
z plochy pri¢ného prirezu, tj. ve sméru vnéjsi normaly k ploSe piicného priirezu hiidele, jak
ukazuje nasledujici obrazek.
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Z obrazku vyplyva, Ze mnoZina neznamych parametri je triprvkova

NP = {MA:MBfMC}:>H' =3

a vzhledem k tomu, Ze jsou dispozici pouze dvé rovnice rovnovahy, piesnéji jedna rovnice pro
kazdy z obou prutt,

—M, —M + Mz =0 _
_MB+MC=O }ﬁv_z,

je uloha jedenkrat staticky neurcita, tj.
s=u—v=3-2=1.

Cdstec¢né uvolnéni a deformacni podminka

Staticka neurcitost vyzaduje provedeni ¢astecného uvolnéni. Navodem k ¢astecnému uvolnéni je
pevnd vazba mezi obéma pruty, kterou nahradime vnéjsim momentem M3, jak ukazuje nasledujici
obrazek.
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Pozndmka: Caste¢né uvolnéni u této konfigurace prutfi je mozné provést v jakékoliv vazbé (je to
dokonce i vyhodnéjsi, proved’te samostatné).

Jedina nenulova slozka Mz momentu Mg musi spliiovat podminku specifikovanou charakterem
vazby v misté B obou pruti. V tomto pripadé se musi esit dva pripady deformacni podminky a tedy
také dveé konfigurace vyrobni viile mezi otvory v prutech pro zavlacku. Obé konfigurace daji riizné
vysledKky, jak ukazuji nasledujici obrazky.



Obrazky ukazuji, Ze v zavislosti na smyslu momentu My a konfigurace otvort pro zavlacku na konci
obou prutl se musi zvolit znaménko (smysl, orientace) thlu ¢ . Deformacni podminka pro oba
pripady se mize predepsat nasledovné, horni indexy znaci ¢islo prutu,

@b+ 0F = ¢,

kde @} a 2 je natoceni vyvrtanych otvori pro zavlacku na konci (v misté B) prutu & 1 a &. 2, jejichz
orientace je vyznacena na obrazcich vyse.

Vysledné vniti'ni ucinky

Na zakladé ¢astecného uvolnéni se vyjadii vysledné vnitini acinky u obou prutd, ve kterych smi
vystupovat pouze vnéjsi zatizeni (silova dvojice M) a neznamy a libovolné zvoleny parametr dany
z Castecného uvolnéni (vnéjsi moment M ). S vyuzitim existence volného konce pruti se vysledné
vnitini t¢inky budou stanovovat zleva v pripadé prutu ¢. 1 a zprava v piipadé prutu ¢. 2 ve dvou
usecich. Dolni indexy i u soutadnice xij a slozek momentti M,{i jako obvykle znaci ¢islo useku prutuy,

Vs Vs

horni indexy j znadi ¢islo prutu.

Usek Schéma Vztah
-
. 1 M 0t 1
Prut ¢. 1, x; € (0,2a) - H, Mj;; = Mp
x}
i —
Prut & 2, x2 € (0,a) 41_ =~ He, Mg, = My
‘ x¥ l
~ -
H ll
Prut & 2, x% € (0,a) — e — e MZ, = Mg — M




Odstranéni statické neurcitosti
Ve vyslednych vnitinich Gcincich vystupuje nezndmy parametr Mg, ktery lze vyjadrit z vyse
uvedenych deformacéni podminek

@b+ 03 = T,

Vyrazy pro ¢ a ¢4 nalevé strané predchozi rovnice se mohou vyjadrit pomoci Castiglianovy véty
jako derivace potencialu W* prutu &. 1 a potencialu W?2 prutu &. 2 podle slozky momentu Mg, tj.
owr  ow?

oM, T am,

= i(pOI
kde opét horni indexy j u potencialti W/ opét znaci Cislo prutu. Parcialni derivace na levé strané se

miiZe rozepsat nasledovné

Mt OMyyy Mgy l§ OMi,  Mi,l5 0Mg,
GJ} oMy = GJ2 OMg =~ GJ: OMg

MBZa d MBa 0 (MB —M)a d
T am, et Gz am, et 2
Jp OMg GJp OMp Gj2  OMpg

Mg2a Mga (Mp—Ma
Gl GJ} GJ}

J. , , . v s k : Lo vy 7 o v sy, )
kde [; je délka useku i prutu ¢. j a J; je polarni moment pri¢ného priiezu k. Ve vyse odvozené
rovnici je jedind neznama slozka My momentu My a jelikoz jde o rovnici linedrni, miiZe se z ni i bez
problémi vyjadrit

1 1 Ma +9oGJ3)5 + Maj,
p Jp o 2a(J5 +J3)
Reseni
Nejdrive se dosadi slozka Mz momentu Mz do vyslednych vnitinich uc¢inki, které budou mit pro

jednotlivé useky prutd tvar

+poGJ3J3 + MaJ}

M1 = M = )
SO 2a( )
M2 = M. = i‘q)OG];]z% +Ma];
k1 — B — 1 2 )
Za(]p +]p)
+¢9,GJL]? — MaJl — M2aj?
M}%z — MB - M = TPo ]p]p ]p ]p

2a(Jp +J3)



Odpovidajici maximalni smykova napéti v piicnych pritrezech jednotlivych useki prutd se stanovi
na zakladé vztaht

s Mg Mg £00GlpJ5 + Maj,
1M _ "B
wl o wy 2a(J3 + )Wt

)

2 Mgy Mg *0oGlp)5 + Maj,
2 _"B_
we Wi 2a(Jp +I5)WE

)

, MZ, Myg—M  +oGJyjE— MaJ} — M2aj}
L=y T 2 T 1 12\12
Wy Wy 2a(J5 + J2 )W

)

kde ij je modul prirezu v krutu pri¢ného prirezu j. Tato napéti nesmi prekrocit mez kluzu oy,

odkud se dostanou podminky, kterym musi thel ¢, vyhovovat, tedy

+0oGIpJE + Maj}
2a(/5 +J)W;

Ok
2

v

)

+poGJ3JE + Maj}
2a(Jy + J )W

Ok
2

v

)

+9oGlpJ5 — Majy — M2aj;
2a(Jp +J5)W¢

Ok
2

=

V dal$im budou nutna numericka vyjadreni modulu pruznosti ve smyku G, polarnich momentt
plochy J3, J2 a modulii priifezi v krutu Wy a W

G = E —2'1X105—08x105MP
T2+p 2(1+03) &
1_nd4_n304_79522 .
=332 = i

n(D* —d*) mw(40* —30*

J2 = ( = ) - 7 ):1718O6mm4,
W1_”d3_”X303_5301 s
k=16 T 16 e

4 4 4 4
2_7T(D —d)_n(40 —30)_ 3
We=—""60 = 1exa0 _ ool0mm.

Nejdrive se tyto hodnoty dosadi do podminek pro konfiguraci prutd odpovidajici vili +¢,, tedy



- goOstjg + Ma]zl, @ X 0.8 X 10% X 79522 x 171806 + 0.6 x 10° x 100 X 79522

oy = = 400 >
T aUt W 100 x (79522 + 171806) x 5301
= 400 > 8203¢, + 35.8 = ¢, < 0.04 rad,
oG+ Maly 9o X 08X 10° x 79522 x 171806 + 0.6 X 10° X 100 X 79522
T ar W = 100 x (79522 + 171806) x 8590

= 400 > 5063¢, + 22.1 = ¢, < 0.07 rad,

©oGJp)y — Majy — M2aj} - 400 > |po x 0.8 x 105 x 79522 x 171806 — 2.5 x 10*3|
a(Jp +J3)W2 - 100 x (79522 4 171806) x 8590
= 400 > [5063¢p, — 117.6] = ¢, < 0.1 rad.

O =2

Jde vidét, Ze pri této konfiguraci je maximalni dovolena vile ¢, = 0.04 rad = 2.3°. Pro konfiguraci
prutii odpovidajici vili —¢, plati

|—00GJaJE + Majy|
a(Jy +J5)Wi

= 400 > |-8203¢, + 35.8] = ¢, < 0.05 rad,

o |=0oGlply + Majp|
a(Jp +J5)Wit

= 400 > |-5063¢, + 22.1| = ¢, < 0.08 rad,

|—90GJaJs — Majy — M2ajZ|
a(Jp +J5 )W

O = = 400 > 5063¢, + 117.6 = ¢, < 0.06 rad.

Pri této konfiguraci je maximalni dovolena vtle ¢, = 0.05 rad = 2.8°.



PF. 4: Soustava prutl podle obrazku je tvoiena dvéma pruty. Prut ¢. 1 je hiidel o priméru d a prut ¢.
2 je z jedné tietiny délky trubka se svétlosti D' a ze zbyvajici ¢asti je tvofen hiidelem s vnéjSim
prameérem D. Do trubkové ¢asti prutu €. 2 je vsazen volny konec prutu €. 1 a pevné bez viile
ptichycen. Prut ¢. 1 je bez vnéjsiho zatiZeni a prut ¢. 2 je zatiZen parem silovych dvojic M. Oba
pruty jsou vyrobeny ze stejného materialu. Stanovte maximalni moznou hodnotu velikosti vnéjsich
silovych dvojic M tak, aby nebyl pirekroen mezni stav pruznosti vzhledem k miie bezpecnosti k. Je
dano a = 100 mm, d = 30 mm, D = 50 mm, D’ = 40 mm, g, = 400 MPa a k = 1.6.V kofeni vyvrtu
na volném konci prutu ¢. 2 uvaZujte soucinitel koncentrace napéti « = 1.4.

Pti dodrZeni pravidla pravé ruky u zadanych silovych dvojic M se obrazek miize schematicky
prekreslit nasledovné.
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Pozndmka: Je treba upozornit na problematické umisténi vnéjsi silové dvojice M na volném konci
prutu ¢. 2 tak, jak je uvedeno ve schématu vyse. Vnéjsi silova dvojice M piisobi samoziejmé podle
zadani na trubkovité ¢asti hiidele ¢. 2, ale na zakladé platnosti prutovych predpokladl se miize
prenést na stiednici prutu ¢. 2. Nanestésti se timto jevi jako vnéjsi zatiZeni prutu €. 1, coZ neni

samoziejmé pravda a je nutné tento fakt dodatec¢né zdtliraznit.

Uplné uvolnéni a staticky rozbor

Pii iplném uvolnéni se nahradi vazby vetknutim a spolecna vazba obou prutd vnéjsimi momenty
My, Mg a M. ]ak jiz bylo nékolikrat zminéno, je dobry zvyk smysl téchto momenti zvolit smérem
ven z plochy pri¢ného prirezu, tj. ve sméru vnéjsi normaly k ploSe pricného priifezu hiidele, jak
ukazuje nasledujici obrazek.
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Z obrazku vyplyv4, Ze mnoZina neznamych parametri je triprvkova

NP = {MA:MB;MC}:>H' =3

a vzhledem k tomu, Ze jsou dispozici pouze dvé rovnice rovnovahy, tj. jedna rovnice rovnovahy pro
kazdy prut,

_MB+MC=O }:v_z’
je uloha jedenkrat staticky neurcita, tj.

s=u—v=3-2=1.

Cdstec¢né uvolnéni a deformacni podminka

Staticka neurcitost vyzaduje provedeni ¢astecného uvolnéni. Navodem k ¢astecnému uvolnéni je
pevnd vazba mezi obéma pruty, kterou nahradime vnéjsim momentem M3, jak ukazuje nasledujici
obrazek.
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Pozndmka: Castecné uvolnéni u této konfigurace prutii je opét mozné provést v jakékoliv vazbé.

Jedina nenulova slozka Mz momentu Mg musi spliiovat podminku specifikovanou charakterem
vazby v misté B obou prutli. Tato podminka vede na homogenni deformac¢ni podminku

@+ @5 =0,

kde @} a @2 je natoceni prutu ¢ 1 a & 2 v misté B. Cislo prutu j = 1, 2 je v hornim indexu nato¢eni

o3



Vysledné vnitini ucinky

Na zakladé ¢astecného uvolnéni se vyjadii vysledné vnitini u¢inky u obou prutd, ve kterych smi
vystupovat pouze vnéjsi zatiZeni (par silovych dvojic M') a nezndmy a libovolné zvoleny parametr
dany z ¢aste¢ného uvolnéni (vnéjsi moment Mp). S vyuzitim existence volného konce prutti se
vysledné vnitini acinky budou stanovovat zleva v pripadé prutu ¢. 1 a zprava v piipadé prutu ¢. 2 ve
trech dsecich. Je vSak nutné mit na pameéti, Ze se oba pruty navzajem prekryvaji a pres celkovou
délku soustavy [ = 5a je délka obou pruti [; = I, = 3a. Dolni indexy i u souradnice xij a slozek

momentl M,il. jako obvykle znaci ¢islo iseku prutu, horni indexy j znaci ¢islo prutu.

Usek Schéma Vztah
ny H,,
Prut & 1, x1 € (0,3a) <= p gt My, = Mg
X4
i i
Prut & 2, x2 € (0,a) G Mi =M
L x|
X
¢ % i
Prut¢. 2, x2 € (0,a) — Mg, = M + Mg
¥ a
—t - i
qﬁ% J‘, Hk ua
Prut €. 2, x% € (0,a) + — > < Mps = 2M + My
x2 a a

Odstranéni statické neurcitosti
Ve vyslednych vnitinich tcincich vystupuje nezndmy parametr Mg, ktery lze vyjadrit z vyse
uvedené deformacni podminky

95+ @f = 0.

Vyrazy pro ¢ a ¢4 nalevé strané piredchozi rovnice se mohou vyjadrit pomoci Castiglianovy véty

jako derivace potencialu W?* prutu &. 1 a potencialu W?2 prutu &. 2 podle slozky momentu Mg, tj.
ow! N ow?
OMp  OMg

0,

kde horni indexy j u potenciali W/ opét zna&i ¢islo prutu. Parcialni derivace na levé strané se miize
rozepsat nasledovné
Miyli OMyy | Mi 13 0Mg, | Mii,150Mig, | Migy15 OMgs
G} O0Mg = GJ2 OMg = GJ3 OMg  GJ3 OMp




=>M33a 0 M +]V[a 0 +(M+MB)a 9] (M+M)+(2M+M3)a 0
GJ} Mg ® " GJZoMg ¢ GJ3  0Mg B GJ3 My
=0

QM + Mjp)

Mg3a (M +Mp)a (2M + Mpla
G GJ3 GJ3 B

)

kde l{ je délka useku i prutu ¢. j a],’oc je polarni moment pricného prirezu k. Ve vySe odvozené
rovnici je jedind neznama slozka Mz momentu My a jelikoz jde o rovnici linearni, mtize se z ni i bez
problémi vyjadrit

Iy (’3 N 2 > 3ImM Iy 3MJ;
B\71T™3)= "3 2Mp =~ 0 53
SRR 275+ 353
Slozka Mz momentu M je zaporng, tzn. Ze smysl momentu My byl zvolen Spatné a tihel
|p5| = |@#| ma ve skute¢nosti opatnou orientaci nez je smysl momentu Mp, jak ukazuje nasledujici
obrazek.

Reseni
Nejdrive se dosadi slozka Mz momentu Mz do vyslednych vnitinich Gc¢ink, které budou mit pro
jednotlivé useky prutd tvar

3M )L
M11=MB=—1—]p,
2]t +3J3
M? =M,

M(—J5 + 33
MZZ:]V[+MB=—(1]p 3]”),
2/5 +3J3

M(J5 +6/3
M§=2M+MB=—(]p /i)

2J5 + 3J3



Odpovidajici maximalni smykova napéti v piicnych prifezech jednotlivych tseki prutd se stanovi
na zakladé vztaht

1 MP 3MJ;
1 = 71— 7e 1 2N 1
We (213 +3/3)Wy
,  Mp M
=0—=0—s7,
Wk Wk
T% — M_ZZ — M(_]I% + 313)
We T s+ W
oM MO+ )

CwWE (2 + 33w

Horni index j u napéti Tl-] znadi ¢islo prutu a dolni index i znaci ¢islo tiseku. Horni index j u modult
priiezu v krutu Wk] znaci ¢islo pricného prirezu. V dalsim budou nutna numericka vyjadreni

polarnich momentd plochy J5, JZ a J3 a moduld prifezi v krutu Wy, W, W2 a W

1 d* B w304 _ 79522 .
=3y =35 mm=,
4 14 4 4
, _m(D*=D™) _m(50*—40) _ \
Jp = 32 32 362265 mm~,
g DY _mS0t_ o oc02 mme
=3y =3 mm®,
Wl_nd3_nx303_5301 2
k=76 T 16 mme,
2J2 w(D*-D'"") w(50* —40%)
Wé=pr=""tepr  — 1tex4p - lol13mm’
w3 = D’ = m50° = 24544 3
=76 T 16 e

Vyse vyjadrené vyrazy se dosadi zpét do vztahli pro maximalni smykova napéti

1 3 XM x 79522 =23 % 10-5 X M
" T (2% 79522 + 3 x 613592) x 5301 ’
2 _ _ -5
i =14X 18113 7.7 X 107> X M,

2 M x (=79522 + 3 x 613592)

= =3.6 X 1075 x M,
2 (2 X 79522 + 3 x 613592) x 24544




, M x(79522+ 6 x 613592)
'3 T (2x 79522 + 3 x 613592) x 24544

=7.7x1075 x M.

v/

Z ptedchozich vztaht jde vidét, Ze at se zvoli velikost vnéjsi silové dvojice M jakkoli, nejvétsi napéti
v prutu bude v misté vnitifniho vrubu nebo v tiseku €. 3 prutu ¢. 2. Tedy z podminky mezniho stavu
pruznosti se dostane hodnota velikosti M silové dvojice M nasledovné

Ok Ok Ok

T2 202 2X77X105xM

_ Ok B 400
T 2x77%x105xk 2x7.7x1075x1.6

>M = 1623377 N X mm.



PF. 5: Soustava prutl podle obrazku je tvoifena dvéma pruty. Prut ¢. 1 je hiidel o priméru d a prut ¢.
2 je trubka svétlosti d a s vnéjSim primeérem D. Do prutu €. 2 je vsazen prut ¢. 1 a pevné prichycen

k volnému konci prutu €. 2. Oba pruty jsou spole¢né vetknuty a jsou navzajem licovany tak, Ze je
mezi hiidelem a otvorem trubky viile, kterou zanedbavame. Prut ¢. 1 je zatiZen na volném konci
silovou dvojici M, prut €. 2 je ve vzdalenosti a od vetknutého konce zatiZen silovou dvojici 2M. Oba
pruty jsou vyrobeny ze stejného materialu. Stanovte minimalni primér hiidele a svétlost trubky d
tak, aby nebyl pirekrocen mezni stav pruznosti vzhledem k mife bezpecnosti k a za piredpokladu, Ze
D =13xd.Jeddnoa = 100 mm, M = 1.5 x 10° N x mm, 0, = 350 MPaa k = 1.9.

Pii dodrzZeni pravidla pravé ruky u zadanych silovych dvojic M se obrazek mize schematicky
prekreslit nasledovné.
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na zakladeé platnosti prutovych predpoklad mtiZe prenést na stirednici prutu €. 2. NanesStésti se
timto jevi také jako vnéjsi zatiZeni prutu €. 1, coZ neni samoziejmé pravda a je nutné tento fakt
dodatecné zdtlraznit.

Uplné uvolnéni a staticky rozbor

Pti iplném uvolnéni se nahradi vazby vetknutim a spole¢na vazba obou prutid vnéjSimi momenty
M}, M3 a M. Jak jiZ bylo n&kolikrat zminéno, je dobry zvyk smysl téchto momentd zvolit smérem
ven z plochy pri¢ného prirezu, tj. ve sméru vnéjsi normaly k ploSe pri¢ného prifezu hiidele, jak
ukazuje nasledujici obrazek. V pripadé momentu My jde jeho smysl ve sméru vnéjsi normaly
stanovit pouze u prutu €. 2. U prutu ¢. 1 se nasledné odvodi jako jeho reakce.
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Z obrazku vyplyva, Ze mnoZina neznadmych parametri je tfiprvkova

a vzhledem k tomu, Ze jsou dispozici pouze dvé rovnice rovnovahy, tj. jedna rovnice rovnovahy pro
kazdy prut,

—M?24+2M + Mz =0
A1+ + Mg >v =2,
—M}I—-Mg+M =0

je uloha jedenkrat staticky neurcita, tj.
s=u—v=3-2=1.

Cdstec¢né uvolnéni a deformacni podminka

Staticka neurcitost vyZaduje provedeni ¢astecného uvolnéni. Navodem k ¢astecnému uvolnéni je
pevna vazba mezi obéma pruty, kterou nahradime vnéjsim momentem M, jak ukazuje nasledujici
obrazek.
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Jedina nenulova slozka Mz momentu Mg musi spliiovat podminku specifikovanou charakterem
vazby v misté B obou prutli. Tato podminka vede na homogenni deformac¢ni podminku

95+ 95 =0,
kde @} a @2 je natoceni prutu & 1 a & 2 v misté B. Cislo prutu j = 1,2 je v hornim indexu natoceni
94
Vysledné vniti'ni ticinky

4

Na zakladé ¢astecného uvolnéni se vyjadii vysledné vnitini icinky u obou prutd, ve kterych smi
vystupovat pouze vnéjsi zatizeni (par silovych dvojic M a 2M’) a neznamy a libovolné zvoleny



parametr dany z ¢astecného uvolnéni (vnéjsi moment My). S vyuzitim existence volného konce
pruti se vysledné vnitini u¢inky budou stanovovat zprava. Je vSak nutné mit na paméti, Ze se oba
pruty navzajem piekryvaji a pies celkovou délku soustavy l; = 5a je délka [, = 3a. Dolni indexy i u

souradnice xi] a slozek momenti M,ii jako obvykle znaci ¢islo iseku prutu, horni indexy j znaci ¢islo

prutu.
Usek Schéma Vztah
Prut €. 1, x; € (0,2a) —=*=L——11—ﬂ> J Mjy =M
—_— N by
v 1 Hl:z He M 1
Prut €. 1, x; € (0,3a) -+ <4 b Mj;, = M — Mg
| | e
e iy
Prut & 2, x2 € (0,2) — e " M2, = Mj
X |
- -
M, e e
—

Prut & 2, x2 € (0,a) <= 7 , M2, = Mg + 2M
,,’i}._?a_j

Odstranéni statické neurcitosti
Ve vyslednych vnitinich tcincich vystupuje nezndmy parametr My, ktery lze vyjadrit z vyse
uvedené deformacni podminky

95 + 5 =0.

Vyrazy pro ¢ a ¢ nalevé strané piredchozi rovnice se mohou vyjadfit pomoci Castiglianovy véty
jako derivace potencialu W prutu &. 1 a potencialu W2 prutu &. 2 podle slozky momentu Mg, tj.
owl ow?

oM, oM,

0,
kde horni indexy j u potencialti W/ opét znaci ¢islo prutu. Parcialni derivace na levé strané se miize
rozepsat nasledovné

Miali OMiy | Miolz OMiz | Mi 1§ OMicy | Mica15 0Micy _
G} oMg = GJf Mg = GJ2 OMg ~ GJ: oMz




M2a 9 +(M—MB)3a d M —M )+M32a d (Mg 4+ 2M)a 9 My +220)
= —
GJL oM~ " GJp Mg BTGz oM P GJ2 oMy~ B
=0

(M —Mp)3a  Mp2a  (My+2M)a_
GJ3 GJ2 GJ2 B

)

J. e . . v s Kk : Lo vy o\ sy, .
kde [; je délka Gseku i prutu ¢. j a J,; je polarni moment pricného priiezu k. Ve vySe odvozené
rovnici je jedind neznama slozka Mz momentu My a jelikoz jde o rovnici linearni, mtze se z ni i bez

problémi vyjadrit
M(’3+2+1> M<J3 2) y M3],§—2];
— J— — | = —_——— | = = .
"\l s 5T T BUE )

Jak bude uvedeno nize, ]; < ]5, proto je slozka Mgz momentu Mg kladng, tzn. Ze smysl momentu Mg
a orientace thlu |@} | = 2| jsou shodné, jak ukazuje nésledujici obrazek (srovnejte s pfedchozim
prikladem).

Reseni
Nejdrive se dosadi slozka Mz momentu My do vyslednych vnitinich ac¢ink, které budou mit pro
jednotlivé useky prutd tvar

My = M,

573
M, =M —Mp=M—"2—,
“ T30 )

3j2 — 2/}

Mg, = Mg = M ———X

305 +1p)
95 +4)p

M2, = Mg +2M = M ——————.
e 303 +J3)



Odpovidajici maximalni smykova napéti v piicnych prifezech jednotlivych useki prutd se stanovi

na zakladé vztaht

LM
owe owy
1_MI%2_ SJ;M

TWE T30+ W

LM _ (3 -2p)m
OWE 32+ JHwE

oMb _ (O )M
LUWE 3R+ HWE

Horni index j u napéti Tl-] znadi ¢islo prutu a dolni index i znaci ¢islo tiseku. Horni index j u modulu
priiezu v krutu Wk] znaci ¢islo pricného prirezu. V dalsim budou nutna numericka vyjadreni

poldrnich momenti plochy /3, a JZ a moduld priifezd v krutu Wy a W

d4-
],},=”3—2=9.8><10-2xd4,
4 4 4 4
, mD*—dy) w13 xd)*—d*] s
Ji = 3 = 3 =1.8x 1071 x d*,
3
g md® 3
Wk——16—2.0><d,
2J2 2x18x10"1xd3
W2 = Jo _ =2.8x10"1 x d3.

k713d "~ 1.3

Vyse vyjadiené vyrazy a zadana hodnota M’ = 1.5 x 10® N X mm se dosadi zpét do vztahii pro

maximalni smykova napéti

. 15x10° 7.5x10°

T %0xdd T @@
L 5x9.8x1072x 1.5 x 10° x d* _ 44x10°
2 T (18X101xd* +98x102xd) x2xd®  d®

, (3x18x107'xd*-2x98x1072xd*) x1.5x10°xd* 22x10°
B X (18x101xd*+98x102xd) x28x10-xd3  d3

, (9x1.8x107'xd*+4x9.8x1072xd*) x1.5x10° xd* 129 x 10°
T 3 (18X101xd* +98x102xd) x28x 10~ xd® _ d3




Z ptedchozich vztahi jde vidét, Ze at se zvoli velikost priiméru d jakkoli, nejvétsi napéti v prutu
bude v dseku ¢. 2 prutu €. 2. Z podminky mezniho stavu pruznosti se dostane hodnota d nasledovné

_O-k_ O'kXd3
C 213 2x129x106

>d= =51.9 mm.

350

e»\/kxz x 12.9 x 106 B 3\/1.9 X 2x12.9 x 10°
Ok



PF. 6: Soustava prutli podle obrazku je tvoiena dvéma pruty. Prut ¢. 1 je ocelovy hiidel o priméru d,
ktery je vsazen do médéné trubky (prut ¢. 2) svétlosti D’ a vnéj$im priméru D. Oba pruty jsou na
jednom konci vetknuté a na druhém konci jsou pevné spojeny s kruhovym ,vikem“. Viko je zatiZené
silovou dvojici M a uvazuje se jako neprutova soucast €. 3 soustavy. Stanovte bezpectnost k
vzhledem k meznimu stavu pruznosti, jestlize je ddno d = 20 mm, D = 50 mm, D’ = 40 mm,

L =400 mm, M = 7.5 X 10° N X mm, 6} = 350 MPa, E; = 2.1 x 10° MPa, u; = 0.3, 67 = 80 MPa,
E, = 1.3 X 10° MPa, u, = 0.35.

Pti dodrzeni pravidla pravé ruky u silové dvojice M se obrazek miize schematicky prekreslit
nasledovné.
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Pozndmka: Téleso €. 3 se uvazuje jako neprutové, proto jsou jeho rozméry nepodstatné.

Uplné uvolnéni a staticky rozbor

Pti iplném uvolnéni se nahradi vazby vetknutim a spolecna vazba obou prutd a vika vnéjsimi
momenty M}, M3, M% a M. Jak jiZ bylo nékolikrat zminéno, je dobry zvyk smysl téchto momentti
zvolit smérem ven z plochy pricného prirezu, tj. ve sméru vnéjsi normaly k ploSe pricného prirezu
htidele, ptip. trubky a vika, jak ukazuje nasledujici obrazek.
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Z obrazku vyplyva, Ze mnoZzina nezndmych parametri je Ctyt prvkova
NP = {Mj,M;, Mg, M3} = p =4

a vzhledem k tomu, Ze jsou dispozici pouze tii rovnice rovnovahy, tj. dvé rovnice rovnovahy pro
oba pruty a jedna rovnice rovnovahy pro viko,

-Mji 4+ Mg =0
-M;+ M} =0 >v=3,
-M}—ME+M =0

je uloha jedenkrat staticky neurcita, tj.
s=u—v=4-3=1.

Cdstec¢né uvolnéni a deformacni podminka

Staticka neurcitost vyZaduje provedeni ¢astecného uvolnéni. Navodem k ¢astecnému uvolnéni je
pevna vazba zaji$téna neprutovym télesem ¢&. 3, kterou nahradime vnéj$imi momenty My a M3, jak
ukazuje nasledujici obrazek.
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PiestoZe jsou v obrazku dvé nezndmé nenulové slozky M3 a M2 obou momenti M} i M, jsou tyto
navzajem svazané statickou rovnovahou vika. Jinymi slovy, mezi obéma slozkami M3 a M3 je
linearni zavislost, ktera redukuje pocet deformacnich podminek na jednu

1 2 _
¢+ 95 =0,

kde ¢} a ¢ je natoceni prutu & 1 a & 2 v misté B. Cislo prutu j = 1, 2 je v hornim indexu nato¢eni

J
Pp-
Vysledné vniti'ni ucinky
Na zakladé ¢astecného uvolnéni se vyjadii vysledné vnitini icinky u obou prutd, ve kterych smi
vystupovat pouze vnéjsi zatizeni (silova dvojice M') a neznamy a libovolné zvoleny parametr dany
z ¢aste¢ného uvolnéni (vné&j$i moment M3 nebo M%). S vyuzitim existence volného konce u obou
pruti se vysledné vniti'ni t¢inky budou stanovovat zprava. Volba mezi slozkou M3 nebo M3 je

libovolna a jejich vzajemna zavislost se stanovi ze statické rovnovahy neprutového télesa €. 3.
V pripadé volby M3 jako nezndmého parametru se dostane.

—Mi —MEZ+M =0>M; =—-M; + M.

Odtud plyne

Usek Schéma Vztah

Pruté. 1,x; € (0,L)

Prut&. 2, x, € (0,L) ) + Me My, = M2 = —Mi + M
< X2




Odstranéni statické neurcitosti
Ve vyslednych vnitinich aéincich vystupuje neznamy parametr M3, ktery Ize vyjadrit z vyse
uvedené deformacéni podminky

95+ @5 =0.

Vyrazy pro @& a ¢ na levé strané predchozi rovnice se mohou vyjadrit pomoci Castiglianovy véty
jako derivace potencialu W; prutu &. 1 a potencialu W, prutu &. 2 podle slozky momentu M3, tj.

aw1 aw2 6MB

)

Parcialni derivace na levé strané se miiZe rozepsat nasledovné

Mje1ly OMjq MkzlzaMkzaMlg_
G Jy oML G,J2 OMZ OMi

MBL d M1+(—M§+M)L d 2 d (oMb + ) = 0
6‘1] oML P G, J2  oM3z Pomi: P B

MAL (—M} + M)L
= G 1 G 2 =
1]p 2]p

kde [; je délka prutu €. j a ]z], je polarni moment pii¢ného prifezu prutu j. Ve vySe odvozené rovnici
je jedina nezndma slozka M} momentu M} a jelikoZ jde o rovnici linearni, méiZe se z ni i bez
problémi vyjadrit

1 1 M MGy
Ml%<G 1+G 2>= 7= b= 2 z01'
1Jp 2Jp GoJp GoJp + G1Jp

Dosazenim M3 do vztahu pro M3 se dostane

—MGyJj + M (GoJ3 + G ) MG,JE

M3 =-Mi+M =
i i GoJ2 + Gy J} " GoJE + Gyl

Jak je vidét, Ze obé slozky momentt M} i M2 jsou kladné a jejich smysl v ¢aste¢ném uvolnéni byl
zvolen spravné. Kromé toho to znamen4, Ze smysl nato¢eni thlu ¢} a smysl momentu M3 se
shoduji. Avsak z druhého vyrazu v deformacni podmince plyne

oW, oMz oW,
OMZ oML OMZ

Vh =

Tento vysledek mimo jiné znamen4, Ze natoceni uhlu @3 a smysl momentu M% jsou nesouhlasné,
jak ukazuje nasledujici obrazek.



Reseni
Odpovidajici maximalni smykova napéti v pricnych prirezech jednotlivych useki pruti se stanovi
na zakladé vztahi

S My, Mg MG, ),
1 = 1 T a1 ]
Wi Wi (G2 + G )W
My, M3 MG,J3
Ty =" =T7"75=

wE We (GoJE + G H)WE

orniindexju znadi ¢islo pri¢ného pruirezu. alsim budou nutna numericka vyjadreni

H d w/ 1 h V dal$im bud t k d

polarnich momenti plochy /3, a JZ, moduld prifezii v krutu Wy a W a moduld pruznosti ve smyku
G1aG,,

nd* B m20%

1 _ _ _ 4
Jp = 3 Y 15708 mm*,
4 14 4 4
, _m(D* =D _m(50*—40%) .
= 32 32 362265 mm?,
W1_”d3_”203_1571 s
k=16 16 mme,
2J2 2 x362265
2 p 4
2 Y 14491
Wy, D =0 91 mm?,
G, = B, __21x10° — 8.1 x 10* MP
1T 20+ 2x(1+03) &
E, 1.3 x 10° .
= 4.8 x 10* MPa.

G = =
27 2(1+p)  2(14035)



Vyse vyjadiené vyrazy a zadana hodnota M’ = 7.5 x 10° N X mm se dosadi zpét do vztahii pro

maximalni smykova napéti
3 7.5 x 10° x 8.1 x 10* x 15708 206 MP
"1 7 (4.8 x 10* x 362265 + 8.1 x 104 x 15708) x 1571 = &

3 7.5 % 10° x 4.8 x 10* x 362265 — 482 MP
"2 7 (4.8 % 10% x 362265 + 8.1 x 10% x 15708) x 14491 =&

Odpovidajici bezpe¢nosti vzhledem meznimu stavu pruzZnosti jsou

op 350

ki =—=——— =54,
1721, 7 2x326
g; 80 08

k: ==
2721, 2x482

Celkova bezpec¢nost vzhledem k meznimu stavu pruznosti je k = min{k, k,} = 0.8. Tato
bezpecnost vhledem k meznimu stavu pruznosti je nedostate¢nd a je nutné zménit geometrii,

material nebo zatiZeni prutové soustavy.



