6. Prut v pruznosti a pevnosti

Prut v PP je nejjednodussim teoretickym modelem realného télesa, které spliuje
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“6.0 [PPI, 55 — 98]




6. Prut v pruznosti a pevnosti

Prut v PP je nejjednodussim teoretickym modelem realného télesa, které spliuje
jisté geometrické, vazbové, zatézovaci, deformacni a napjatostni predpoklady
(prutové predpoklady).

Vzdy budou existovat odchylky realného télesa od teoretického modelu - vliv na
presnost feseni napjatosti a deformace.

“6.0 [PPI, 55 — 98]



6. Prut v pruznosti a pevnosti

Prut v PP je nejjednodussim teoretickym modelem realného télesa, které spliuje
jisté geometrické, vazbové, zatézovaci, deformacni a napjatostni predpoklady
(prutové predpoklady).

Vzdy budou existovat odchylky realného télesa od teoretického modelu - vliv na
presnost feseni napjatosti a deformace.

Je nutno se zabyvat vlivem odchylek a formulovat podminky pouzitelnosti vypoctového
modelu.

“6.0 [PPI, 55 — 98]



6. Prut v pruznosti a pevnosti

Prut v PP je nejjednodussim teoretickym modelem realného télesa, které spliuje
jisté geometrické, vazbové, zatézovaci, deformacni a napjatostni predpoklady
(prutové predpoklady).

Vzdy budou existovat odchylky realného télesa od teoretického modelu - vliv na
presnost feseni napjatosti a deformace.

Je nutno se zabyvat vlivem odchylek a formulovat podminky pouzitelnosti vypoctového
modelu.

Odchylky

— podstatné - prut neni pouzitelnym vypoctovym modelem,

“6.0 [PPI, 55 — 98]



6. Prut v pruznosti a pevnosti

Prut v PP je nejjednodussim teoretickym modelem realného télesa, které spliuje
jisté geometrické, vazbové, zatézovaci, deformacni a napjatostni predpoklady
(prutové predpoklady).

Vzdy budou existovat odchylky realného télesa od teoretického modelu - vliv na
presnost feseni napjatosti a deformace.

Je nutno se zabyvat vlivem odchylek a formulovat podminky pouzitelnosti vypoctového
modelu.

Odchylky

— podstatné - prut neni pouzitelnym vypoctovym modelem,
— nepodstatné - prut je pouzitelnym vypoc¢tovym modelem.

“6.0 [PPI, 55 — 98]



6.1. Prutové predpoklady

a) predpoklady geometrické

— stfednice 7,



6.1. Prutové predpoklady

a) predpoklady geometrické

— stfednice 7,
v kazdém bodé vy pri¢ny prifez 1.

normalova rovina



6.1. Prutové predpoklady

a) predpoklady geometrické

— stfednice 7,
v kazdém bodé v pri¢ny prifez ¢

normalova rovina
— v — spojita a hladka kiivka konec¢né délky
nespliuje
hladkost

a
i
i
i
T

/



6.1. Prutové predpoklady

a) predpoklady geometrické

— stfednice 7,
v kazdém bodé v pri¢ny prifez ¢

normalova rovina
— v — spojita a hladka kiivka konec¢né délky
nespliuje
hladkost

a
i
i
i
T

/

— 1 — jednoduse nebo vicenasobné souvisla oblast
(obrys, charakteristiky ) ® @



6.1. Prutové predpoklady

a) predpoklady geometrické

— stfednice 7,
v kazdém bodé v pri¢ny prifez ¢

normalova rovina
— v — spojita a hladka kiivka konec¢né délky

" nesplituje
i| hladkost
1
— 1 — jednoduse nebo vicenasobné souvisla oblast o
(obrys, charakteristiky ) ® @
Al fez A-A
—1 B&A

Al nelze



6.1. Prutové predpoklady

a) predpoklady geometrické

stfednice 7,
v kazdém bodé v pri¢ny prifez ¢

v — spojita a hladka krivka konecné délky

1) — jednoduse nebo vicenasobné souvisla oblast
(obrys, charakteristiky )

Al fez A-A
—=1 R
Al nelze

délka stiednice > nez nejvétsi rozmeér ¥

normalova rovina

a
i
i
i
T

/

nespliuje
hladkost

D @O

NN




b) predpoklady vazbové a zatéZovaci



b) predpoklady vazbové a zatéZovaci

— vazby omezuji jen posuvy a uhly natoceni ~y



b) predpoklady vazbové a zatéZovaci
— vazby omezuji jen posuvy a uhly natoceni ~y

realita realita

_.I_ .................. I i/ I I
A A




b) predpoklady vazbové a zatéZovaci

— vazby omezuji jen posuvy a uhly natoceni ~y

realita

realita




b) predpoklady vazbové a zatéZovaci

— vazby omezuji jen posuvy a uhly natoceni ~y

realita realita
S | I —— |
model A 4 model
A A A

— zatizeni soustiedéno na -y

normalova rovina



b) predpoklady vazbové a zatéZovaci

— vazby omezuji jen posuvy a uhly natoceni ~y

realita realita
S | I —— |
model A 4 model
A A A

— zatizeni soustiedéno na -y

normalova rovina



b) predpoklady vazbové a zatéZovaci

— vazby omezuji jen posuvy a uhly natoceni ~y

realita realita
S | I —— |
model A 4 model
A A A

— zatizeni soustiedéno na -y

normalova rovina

SE nahrada 9_



c) predpoklady deformacni



c) predpoklady deformacni

— stfednice ztstava spojita a hladka

e e e




c) predpoklady deformacni

— stfednice ztstava spojita a hladka * +
ﬁ&$\~~_____,¢”’m @\\ _ ’,rafamnA
N
NE!

— prufezy zustavaji rovinné a kolmé k deformované stiednici



c) predpoklady deformacni

stfednice zlstava spojita a hladka * +
A - ANY =
N
NE!

prifezy zustavaji rovinné a kolmé k deformované stfednici
pouze se vzajemné

— oddaluji (tah),

priblizuji (tlak),




c) predpoklady deformacni

stfednice zlstava spojita a hladka * +
> 2\ AN
e - 7 /\\ " 77
S
NE!
prifezy zustavaji rovinné a kolmé k deformované stfednici
pouze se vzajemné
— oddaluji (tah),
piiblizujf (tlak), F F
4_._ _____ T D - P, _._’




c) predpoklady deformacni

stfednice zlstava spojita a hladka * +
A$\~~ _,—r” 77 @\\ - - 'A/
e \‘_,f’
NE!

prifezy zustavaji rovinné a kolmé k deformované stfednici
pouze se vzajemné
— oddaluji (tah),
priblizuji (tlak),

— nataceji kolem osy v ¢ (ohyb),




c) predpoklady deformacni

stfednice zlstava spojita a hladka * +
A$\~~ _,—r” 77 @\\ - - A/
e \‘_,f’
NE!

prifezy zustavaji rovinné a kolmé k deformované stfednici
pouze se vzajemné
— oddaluji (tah),
priblizuji (tlak),

— nataceji kolem osy v ¢ (ohyb),




c) predpoklady deformacni

— stfednice ztstava spojita a hladka * +
2 - 2 e
2 S ™ - 27, 73N, - A
N
NE!
— prufezy zustavaji rovinné a kolmé k deformované stiednici
pouze se vzajemné
— oddaluji (tah),
Ve . N ./ _) 9
priblizuji (tlak), F F
4_ g4 - - T D - P, L _’

— nataceji kolem osy v ¢ (ohyb),

— nataceji kolem osy L k ¢ (krut),




c) predpoklady deformacni

stfednice zlstava spojita a hladka * +
A$\~~ _,—r” 77 @\\ - - 'AA
e \‘_,f’
NE!

prifezy zustavaji rovinné a kolmé k deformované stfednici
pouze se vzajemné
— oddaluji (tah),
priblizuji (tlak),

— nataceji kolem osy v ¢ (ohyb),

— nataceji kolem osy L k ¢ (krut),

— posouvaji L ke v (smyk).




c) predpoklady deformacni

— stfednice ztstava spojita a hladka

e e e e

— prufezy zustavaji rovinné a kolmé k deformované stiednici
pouze se vzajemné

oddaluji (tah),
priblizuji (tlak),

nataceji kolem osy v ¢ (ohyb),

nataceji kolem osy L k ¢ (krut),

posouvaji L ke v (smyk).




d) predpoklady napjatostni

Oy Txy Tz
To = | Tay 0y Ty
Tez Tyz Oz



d) predpoklady napjatostni

Oy Txy Tz
To = | Tay 0y Ty
Tez Tyz Oz

normalova rovina



d) predpoklady napjatostni

Oy Txy Tz
To = | Tay 0y Ty
Tez Tyz Oz

normalova rovina

prutova napjatost

napjatost v prutu je urc¢ena normalovou a smykovou slozkou obecného
napéti v pricném prifezu




d) predpoklady napjatostni

Oy Txy Tz
To = | Tay 0y Ty
Tez Tyz Oz

normalova rovina

prutova napjatost

napjatost v prutu je urc¢ena normalovou a smykovou slozkou obecného
napéti v pricném prifezu

&3

I
SIS
o O N
o OO




d) predpoklady napjatostni

Oy Txy Tz
To = | Tay 0y Ty
Tez Tyz Oz

normalova rovina

prutova napjatost

napjatost v prutu je urc¢ena normalovou a smykovou slozkou obecného
napéti v pricném prifezu

nebo T, =

33
Il
o9
oo N
o O O
SEE=RS
o O O
S O N




Vv »

6.2. Geometrické charakteristiky pricného prurezu

Jsou to veli¢iny, které charakterizuji pricny priifez, a obsahuji je vztahy, které si dale
odvodime pro vypocet napéti a deformace pro jednotlivé zptisoby namahani.

N 4 »,

6.2.1. Plocha pri¢ného prifezu

S=[[dS = [fdydz,  m? 0P
¥ ¥ N
S
YZ
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6.2.2. Linearni (statické) momenty
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6.2.3. Kvadratické momenty dy

Cl O:
— Osové kvadratické momenty Ye
N
J, = [[22dS, J. = [fy2dS,  m
P P %
— Deviacni kvadraticky moment
\ 4

Jyz = ff ystv m*
(4

— Polarni kvadraticky moment

Jp:ffr2d5, m4
¥

r2=y?+22 Jp=[[r?dS = [[(y*+2*)dS = [[y*dS + [[22dS = J, + J,
Y Y Y ¥

P



6.2.4. Zakladni vlastnosti kvadratickych momenti prafezu

Vyplyvaji z vlastnosti integrala.

1. Aditivnost : Kvadratické momenty celého prifezu ¢ k danym osam jsou rovny
souctu kvadratickych momentt ¢asti prifezu ; k témze osam.

2. Hodnoty osovych a polarnich kvadratickych momenti jsou kladné. Hodnota devia-
¢niho momentu miize byt jakékoliv realné cislo.

3. Osové momenty symetrickych prifezii k ose symetrieikose 'y y; 0 ¥
k ni kolmé jsou stejné. Deviacni momenty k témto osam ‘
jsou rovnéz stejné, ale opa¢nych znamének.

Dtkaz: 1 = 19, Jl ff y%dS = ff y%dS = J2
ffzzdS —ffzzdS = J2
—ffyzdS —ff( )zdS sz, J1+2 Jl +J2 =0.

22 )
NN
vZ 4172

Odtud plyne Dev1acn1 moment symetrického prifezu k pravouhlému souradnico-
vému systemu kde alespon Jedna z 0S Je osou symetrle je roven nule

vy



6.2.5. Kvadratické momenty zakladnich tvart pruafezi
a) Obdélnik
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b) Trojthelnik
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b) Trojthelnik
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3
® J=1f 2ds = [2(b- by = Y%
= 3 _ b
DAV NV N/ JZ _ TQ_
\ > h y(2) b2h2
O b ]y JyzzyyzdS =/ Of yzdydz:m—

0



Jy=J. Jy+J.=Jp=—J, =37
R
dS =2mp-dp Jp=[[p*dS = [p21p-dp =
) 0

Jy:Jz:JQB:#:WGD{ Jy: =0

TR
2



6.2.6. Kvadratické momenty prurezu pri transformaci souradnic

Uréime kvadratické momenty k osdm, ke kterym je vypocet nejsnadnéjsi (nebo je zname),
a pak je prepocteme k pozadovanym osam.
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a) Transformace posunutim
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a) Transformace posunutim
Zname kvadratické momenty prufezu k osam gy, a 2y a chceme Yo
pa
~

1}

0o

urcit tyto momenty k posunutym osam y a z. 7

Vy

Y="Yo— VU

2 =20 — Uy

VA

vZ

J, = // 228 = //(zo—vy)2d5 — // 22dS—2u, // 20dS+v? //ds = Ty — 20U, 4028
¥ ¥ ¥ ¥ P

J, = // y*dS = I — 20U, + ng
P

Jy = // yzdS = //(yo —v,) (20 — vy)dS = Jypzp — 0. Uy, — v, Uz + 00,8
P p



a) Transformace posunutim

Zvolime osy 1o, Yo tak, ze maji pocatek v tézisti pricného prurezu - osy centralni yr, zr.
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a) Transformace posunutim
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Urcete kvadratické momenty prufrezu tvaru rovnoramenného troju-
helnika k osdm y, z.

Resent:

Vyuzijeme zakladnich vlastnosti kvadratickych momentt a prirez
rozdélime na dvé symetrické ¢asti tvaru pravouhlého trojuhelnika.
Tento tvar patii do zakladnich tvart prurezt, pro které jsme dosa-
zenim do defini¢nich vztahi odvodili kvadratické momenty, mizeme
tyto vysledky vyuzit.
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Priklad 1:
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Priklad 1:

Urcete kvadratické momenty prufrezu tvaru rovnoramenného troju-
helnika k osdm y, z.

Resent:

Vyuzijeme zakladnich vlastnosti kvadratickych momentt a prirez
rozdélime na dvé symetrické ¢asti tvaru pravouhlého trojuhelnika.
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Priklad 1:

Urcete kvadratické momenty prufrezu tvaru rovnoramenného troju-
helnika k osdm y, z.

Reseni:

Vyuzijeme zakladnich vlastnosti kvadratickych momentt a prirez
rozdélime na dvé symetrické ¢asti tvaru pravouhlého trojuhelnika.
Tento tvar patii do zakladnich tvart prurezti, pro které jsme dosa-
zenim do defini¢nich vztaht odvodili kvadratické momenty, mizeme
tyto vysledky vyuzit.
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Priklad 2:

Urcete centralni kvadratické momenty priufezu tvaru pravouhlého
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Priklad 2:

Urcete centralni kvadratické momenty priufezu tvaru pravouhlého
trojuhelnika k osdm rovnobéznym s jeho odvésnami.

Reseni:

Centralni osy jsou osy prochézejici tézistém prutezu (yr, z7). g
Prifez je tvaru pravouhlého trojihelnika, patii do zakladnich &
tvart prufezi, pro které jsme dosazenim do defini¢nich vztaht
odvodili kvadratické momenty, mtzeme tyto vysledky vyuzit. 2

Kvadratické momenty mame odvozeny k osdm, které lezi v od-
vésnéch trojuhelnika (y, z). Musime tedy transformovat posunutim
a k tomu vyuzijeme Steinerovu vétu.
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Priklad 2:

Urcete centralni kvadratické momenty priufezu tvaru pravouhlého
trojuhelnika k osdm rovnobéznym s jeho odvésnami. =

e b
Reseni: Az

Prifez je tvaru pravouhlého trojihelnika, patii do zakladnich
tvart prufezi, pro které jsme dosazenim do defini¢nich vztaht
odvodili kvadratické momenty, mtzeme tyto vysledky vyuzit.
Kvadratické momenty mame odvozeny k osdm, které lezi v od- b/3| 2b/3 "]
vésnéch trojuhelnika (y, z). Musime tedy transformovat posunutim -
a k tomu vyuzijeme Steinerovu vétu.
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Priklad 2:

Urcete centralni kvadratické momenty priufezu tvaru pravouhlého
trojuhelnika k osam rovnobéznym s jeho odvésnami. =

e b
Reseni: Az
Centralni osy jsou osy prochézejici tézistém prutezu (yr, z7). g (&
Prifez je tvaru pravouhlého trojihelnika, patii do zakladnich & %\ y
tvart prufezi, pro které jsme dosazenim do defini¢nich vztaht 1 s
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vésnéch trojuhelnika (y, z). Musime tedy transformovat posunutim
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Priklad 2:

Urcete centralni kvadratické momenty priufezu tvaru pravouhlého
trojuhelnika k osdm rovnobéznym s jeho odvésnami. =

Reseni: Az

Centralni osy jsou osy prochazejici tézistém prutezu (yr,zr). g (&
Prifez je tvaru pravouhlého trojihelnika, patii do zakladnich & %\
tvart prufezi, pro které jsme dosazenim do defini¢nich vztaht 1 y£
odvodili kvadratické momenty, mizeme tyto vysledky vyuzit. 2 %\ y
Kvadratické momenty mame odvozeny k osdm, které lezi v od- b/3| 2b/3 "] >

vésnach trojuhelnika (y, z). Musime tedy transformovat posunutim
a k tomu vyuzijeme Steinerovu vétu.

h\? bh3 R\%bh  bh3
Jy:JyT+U§SZJyT+<_§> S o=y = _< )

12 3/ 2 36

b\ hb? b\’ bh Wb

= 2 = —_— = — — —_—— _— = —
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Priklad 3:

Urcete kvadratické momenty prufezu tvaru obdélnika k osam v, z.

\/k<




Priklad 3:

Urcete kvadratické momenty prufezu tvaru obdélnika k osam v, z.

Reseni:

Kvadratické momenty mame odvozeny k centralnim osdm a musime
tedy pouzit transformaci posunutim — Steinerovu vétu.
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Urcete kvadratické momenty prufezu tvaru obdélnika k osam v, z.
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b) Transformace natoc¢enim - odvozeni skripta PP, str. 68 - 69
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b) Transformace natoc¢enim - odvozeni skripta PP, str. 68 - 69

v
y = 0 Y = zcosa —ysina
&, .
< 1\ Yy = ycosa+ zsina
O
& 2 o9 &
Ny N\ J, = 248 = in a)2dS =
' N ' y = [z = [[(zcosa — ysin ) =
y y zZ P P
2 = J,cos?a — J,,sin2a + J,sin®
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v
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< 1\ Yy = ycosa+ zsina
o
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2 = J,cos?a — J,,sin2a + J,sin®
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= J,cos’a + Jyz sin 2a + Jy, sin? o



b) Transformace natoc¢enim - odvozeni skripta PP, str. 68 - 69

v
Y = 0 7 = zcosa —ysina
<1\ y = ycosa+ zsina
o yA o
T \E Jy = Jf2%dS = ina)?dS =
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y y z 0 ¥
2 = J,cos?a — J,,sin2a + J,sin®
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= J,cos?a+ J,, sin2a + J, sin® o
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P (]

JL# sin 2a + Jy, cos 2a

Jpr = Jy+ Jo = J,(cos?a+sin®a) + J,(cos’ a + sin®a) = Jp



b) Transformace natoc¢enim - odvozeni skripta PP, str. 68 - 69

v
y = 0 2 = zcosa—ysina
<1\ y = ycosa+ zsina
%9 : SV &
SN | 2 :
' N = Jy = [[27°dS = [[(zcosa — ysina)?dS =
y y z ¥ Y
2 = J,cos?a — J,,sin2a + J,sin®
Jo = [[y?dS = [[(ycosa + zsina)?dS =
P ¥
= J,cos?a+ J,, sin2a + J, sin® o
Jyy = [[y2dS = [[(zcosa —ysina)(ycosa+ zsina)dS =
¥ (4
= JL# sin 2« + J,,, cos 2
Jpr = Jy+ Jo = J,(cos?a+sin®a) + J,(cos’ a + sin®a) = Jp

Polarni kvadraticky moment nezavisi na thlu natodeni souf. systému — invariantni
veli¢ina.



6.2.7. Hlavni kvadratické momenty

V mnoziné pootocenych souradnych systémi y’z’
existuje takovy souradny systém vy, 2, ke kterému
je devia¢ni moment roven nule.
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6.2.7. Hlavni kvadratické momenty

V mnoziné pootocenych soufadnych systémi o', 2/
existuje takovy souradny systém vy, 2, ke kterému y |\ 0
je devia¢ni moment roven nule. <

ynzy = JL# sin 2a, + Jyy, cos 2ay, = 0

2J,. —2J,.
tg QOéh = —ﬁ = O = %arctg (ﬁ)

Je to tzv. hlavni soufadny systém a jeho osy se nazyvaji osy hlavni. Kvadratické
momenty k tomuto soufadnému systému jsou hlavni kvadratické momenty J,, , J.,.
Vétsi z nich se nazyvd maximalni hlavni kvadraticky moment a oznacCuje se Ji,
mensi se nazyva minimalni hlavni kvadraticky moment a oznacuje se Js.



6.2.7. Hlavni kvadratické momenty

V mnoziné pootocenych soufadnych systému ', 2’
existuje takovy soutradny systém vy, 25, ke kterému je
devia¢ni moment roven nule.
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Sy on Jz sin 2oy, + Jyy, cos 20y, = 0

2J,. —2J,,
tg 2ah = —ﬁ = Qp = %arctg (ﬁ)

Je to tzv. hlavni soufadny systém a jeho osy se nazyvaji osy hlavni. Kvadratické
momenty k tomuto soufadnému systému jsou hlavni kvadratické momenty J,, , J,,.
Vétsi z nich se nazyvd maximalni hlavni kvadraticky moment a oznacuje se Ji,
mensi se nazyva minimalni hlavni kvadraticky moment a oznacuje se Js.

Pokud hlavni soufadnicovy systém mé pocatek v tézisti, nazyva se hlavni centralni
souradnicovy systém.



6.2.8. Mohrova kruznice

Mohrova kruznice je geometrickym mistem bodu
v Mohrové roviné, jejichz soutadnice jsou kvadratické
momenty k natocenym sourfadnicovym systémim
v jednom bodé prifezu.

Odvozeni ve skriptech PP, str. 70 - 71.
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2
— rovnice kruznice s polomérem r = (#) + J2,,
vodorovna osa — osové kvadratické momenty, osa svisla — momenty deviac¢ni,
soufadnici J,, piislusi odpovidajici (vypocitané) znaménko u J,,, soufadnici J, pak pfislusi
Jy. stejné velky, ale s opa¢nym znaménkem.
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Priklad 4: 7’ AZ

Urcete centralni kvadratické momenty prufezu tvaru ¢tverce k osam
Y, 2’ nato¢enym vzhledem k osdm vy, z o thel a.

Y<
o
Resend: y’ ¢

a4

57

Jy = Jycos® a — J,, sin2a + J, sin® a = J,(sin® o + cos® o) = J,,

a\

J,=J. = Jye =0

J = J, cos® o+ Jyz sin 2a + Jy, sina = J,

Graficke reseni:

Plati obecne:

Centralni kvadratické momenty prifezi s vice osami symetrie jsou si rovny a jsou to
pfimo hlavni momenty pro jakékoliv natoceni tohoto systému. Mohrova kruznice pro
tento pripad degeneruje v bod.



