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Sergej. A. Caplygin

Gury. V. Kolosov

1884

Démonstration du théorém de Cau-
chy.

1907

Napjatost v okoli eliptického
otvoru.

1909

Zavedeni komplexnich potenciall
©(2) a 1(z) do matematické
teorie rovinné pruznosti.
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1707-1783

Leonhard Euler (1707-1783)
dokazal

e¥ =cosx +isinz. (1)

Zacina se pouzivat komplexni

rovina.
L. Euler
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Funkce
2
w=z (2)

je jednonacnd pro body s y > 0
nebo y < 0, tj.

Tk <p<m(k+1),
(k=0,1)

kde ¢ je polarni souradnice bodu
z. Inverzni funkce

w=z (3)

Riemannova plocha funkce w = 2*  predstavuje tzv. mnohoznacnou
s body vétveni druhého Fradu analytickou funkci.
w=0aw=o0.
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Zobrazeni pasi —oo < x < 00,
2km <y < 2(k+ 1) pro
k=0,%£1,... funkci w = €*.

Exponencialni funkce
w=e
je jednoznacna pro body

-0 < x <00,
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Logaritmicka funkce
w = Lnz = In|z| +iArgz (5)

je nekonecné mnohoznacna a
zobrazuje Riemannovu plochu
funkce z = e" na rovinu w.

Riemannova plocha funkce w = e
s body vétveni w =0 a w = oo.
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Rovinné vektorové pole

e Rychlostni pole proudéni kapaliny

— rovinné pole bodového zdroje (zfidla)

v

==
2[4
— rovinné vyrivé pole
Ii z

ol
e Intenzita rovinného pole bodového naboje

2qz

Ed

E
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Komplexni potencial v elektrostatice

V jednoduse souvislé oblasti vyhovuji potencial elektrostatického pole
V(x,y), pro ktery plati

oV oV
Ex—_%7 Ey__aiy7 (6)

a silova funkce U(x,y) elektrostatického pole, pro kterou plati

ou ou

E,=—, B, =——, 7
Yy ax ( )
tzv. Cauchy-Riemannovym podminkam (rovnicim), &imz spliuji podminku
regularity a umoznuji jejich zapis ve formé komplexniho potencialu
elektrostatického pole,

F(2) = Ulz,y) +iV (x,y). (8)
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Komplexni potencial v elektrostatice

Znalost komplexniho potencialu dovoluje vyjadreni vsech zaladnich velicin
spojenych s pojmem pole. Napf. pro vektor intenzity elektrostatického
pole plati

E =FE,+iE, = —iF'(z). (9)

Pomoci komplexniho potencidlu F'(z) lze sestrojit jeho silové a
ekvipotencialni ¢ary elektrostatického pole.
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Komplexni potencial v elektrostatice - pole bodového
naboje

Pro komplexni potencial bodového naboje velikosti ¢ plati

F(z) = 2qiLni. (10)
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Komplexni potencial v elektrostatice - pole dvou bodo-
vych nabojii a pole dipdlu

Pro komplexni potencial dvou boovych naboji ¢ a momentu dipdlu p plati

— 1
F(z) = 2¢iLn>—=2,  F(z) = 2pi-. (11)
z

Z— 21
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Komplexni potencial v hydromechanice

Pro oblast D, ve které nejsou ani zfidla ani viry pri stacionarnim proudéni,
plati pro potencial ¢ vyjadtujici cirkulaci vektoru rychlosti I' podél
uzavrené krivky C,

Op Oy

Trajektorie pohybujicich se ¢astic jsou dany proudovou funkci 1) definujici
také tok Q,

0 0
Vo Sr V== Q= ¢ dila) (13)

Pro komplexni potencial proudéni pak plati,

(I)(z) = 90(337 y) + iw(ﬂ% y)' (14)
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Komplexni potencial v hydromechanice - proudéni ide-
alni kapaliny v primé trubici

H ’/‘W //IG/ &J{ 7 F

/ B

A//////////// GIH 17077 /Z?%

Pro zadany potencialni spad @) plati

O(z) = @Ln (\/5 cos E + 4/cosh 2:[) (15)
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Komplexni potencial v hydromechanice - dloha o aplném
obtékani

:::—_:’/’\““/?
N Al

al/I'< 47R b) = 47R ¢/ F=a7Rr

Proudéni idealni kapaliny kolem kruznice |z| = R rychlosti V, =1 je
dano komplexnim potencialem

®(z) =2+ — + —Lnz. (16)
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Harmonické funkce

Realna a imaginarni cast regularni funkce komplexni proménné

f(2) = u(z,y) +iv(r,y) (17)

v néjaké oblasti jsou harmonické funkce v této oblasti, tj. vyhovuji parcialnim
diferencidlnim rovnicim druhého fadu

Au =0, Av = 0. (18)
Tyto funkce se také nazyvaji sdruzené, protoze jsou svazané tzv. Cauchy-
Riemannovymi rovnicemi

ou Ov Ou ov
gR_vvo %Y 1
ox Oy’ Oy Ox (19)
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1888-1950

Harald M. Westergaard popsal
pomoci komplexniho potencialu
feSeni pripadu trhliny v
homogennim poli napéti (1937).

Harald. M. Westergaard
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ResSeni Westergaarda

Funkce napéti ¢(z) ma tvar

) L — ) = V22 —a? (20)
\ ” \\§ - pri¢emZ pro napéti plati
“ P Tue = R{G(2)} — (Y ()),

Oyy = R{v(2)} +yS{Y'(2)},
oy = —yR{Y'(2)}.
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ResSeni Westergaarda

Pred celem trhliny plati

rx

Oyy

Ogy =

ooy/ma 0 - 0 .
= CcoS — — sin — sin —
21 2 2
\/ 0 0
_ Jovma cos — [ 1+ sin —sin —
\2mr 2 2
dovTa sin Q cos Q Cos %
\ 21 2 2 2

30

2
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1891-1976

Kolosoviv zak, formuloval
matematickou teorii rovinné
izotropni pruznosti (1953) pomoci
dvou komplexnich potenciali,
Goursatovych funkci, p(z) a ¥(z).

Niko |. Muschelisvili
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Komplexni vyjadreni biharmonické funkce

Kazda biharmonicka funkce W (z,y) (tj. integral biharmonické rovnice)
muiZze byt vyjadien pomoci dvou analytickych funkci komplexni proménné
2z = x + iy. Vyjadreni biharmonické funkce pomoci analytickych funkci
komplexni proménné ¢(z) a x(z) je dano tzv. Goursatovou formuli,

Wiz, y) = R{ze(2) + x(2)} - (21)

Funkce ¢(z) a 9¥(z) = X/(z) se nazyvaji Goursatovymi funkcemi, ptip.
Muschelisviliho komplexnimi potencialy.
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Komplexni vyjadreni biharmonické funkce

Z Goursatovy formule se lehce dostanou dalsi dvé formule, které v
definitnim tvaru vyjadril N. I. Muschelisvili,

S iy = 9+ ) + U3 (22)
241ty + y) = (=) — 5/(2) — 92, 23)

kde
_ A+ 3u (24)

A+

je tzv. Kolosovova konstanta, A\ a p jsou Lamého konstanty.
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Komplexni vyjadreni biharmonické funkce

MuscheliSviliho komplexni potencialy se vazi na slozky tenzoru napéti
podle vztah,
00+ 0y = AR ()} (25)
00— 0y + 2oy = 2[70"(2) +¥(2)]. (26)

Tyto vztahy dovoluji prevést zakladni problémy teorie rovinné pruznosti na
okrajové ulohy teorie analytickych funkci.
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Komplexni vyjadreni biharmonické funkce

Prvni hrani¢ni problém,

kp(2) — 2¢'(2) = P(2) = 21 (g1 +1g2) ,

druhy hrani¢ni problém,

o(z) + 2¢'(2) +Y(2) = fr +ifa+0b, b=konst.,

kde .
f1+if2:i/ (ta +it,) ds,

S0

ty a ty, jsou slozky vektoru napéti plisobici podél hranice L v bodé

(29)

z = z(s). Konstantu b je nutné zvolit tak, aby posunuti byla jednoznaéna.
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b

Ly
+ ai

by by

ag

Hilbertiiv problém

Hilbertiv problém formuluje Glohu
o nalezeni funkce F'(z) jejiz limitni
hodnoty vyhovuji rovnici

F7(s) = gF~(s) = f(s), (30)

kde g je obecné komplexni
konstanta a s je bod na oblouku
L, ktery mdze byt tvoren
konecnym poctem obloukll Ly,
kde k =1,...,n. Bod s v rovnici
(30) nenabyva zadného z
koncovych bodi oblouku L.
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8 . Hilbertiiv problém

= “ Dana komplexni funkce f(s)

splnuje tzv. Hélderovu podminku

L
. & na L, tj. pro libovolné dva body s;
’ by by a s, kiivky L plati
i 1 (50) = ()] < cliy =l

ag
kde ¢ a v jsou kladné konstanty,
pricemz 0 < v < 1.
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Hilbertiiv problém

Redeni Hilbertova problému popsal Muschelidvili a pro ¢ # 1 se mize psat
ve tvaru

o) [ s
re =9 [T ome, e

kde p,(z) je polynom stupné n. Funkce xo(z) je tzv. Plemeljova funkce
majici tvar

o) = [ (5= ;) (= — b)), 5= ;lng. (32)
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\%\\ =

(A

Hilbertiiv problém
Napéti na ose x miize byt popsano integralem

HOE | -

yy I iL‘—g Yy

kde f(z) je nezndma funkce, kterou je tfeba uréit na zaladé okrajovych
podminek.
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N

Hilbertiiv problém
Z podminky, ze o,, = 0 na licech trhlin, se dostane

(G-

L r—¢§ v

f(x)=0 proxz ¢ L.

prox € L,

(34)

(35)
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Hilbertiv problém

Rozsitenim pivodniho integralu do komplexni roviny funkci

Py~ L [ D0

Comi ), -2

se dostane nasledujici Hilbertliv problém

1 [ A(©)de

Fole) + F(o) = — | 502

_ 00
=20, prozc€lL,

Fi(x)—F_(x)= fi(z) =0 prox ¢ L.
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Hilbertiiv problém

Reseni tohoto Hilbertova problému se miize psat ve tvaru

olx orod
o) =58 [ Tt a(anlo) proce L,

kde )
Xo(2) =[(z—a)(z=b)(z =) (z = d)]*.

Pro napéti pred Celem trhlin a faktor intenzity napéti plati

_ [ f(§)dg

oyy(@,0) = Lo

K= [\ b (0]

z—a—,bt,c—,dt+

o0
+ Ty
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S. G. Lechnickij 197?7-1977

Sergej G. Lechnickij zobecnil
Muschelidviliho formalismus na
pripad anizotropnich materiali
(1950,1957).

1926-1962

Alan N. Stroh  Alan N. Stroh byl studentem J.
Eshelbyho. Podobné jako
Lechnitskij polozil zaklad
matematického formalismu pro
popis rovinné pruznosti

. , .z
AanizAatrannirh mAarariAlS
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Lechnického - Eshelbyho - Strohiv (L.E.S.)
formalismus

V L.E.S. formalismu je materidl charakterizovan Sesti charakteristickymi
(vlastnimi) Cisly p;, ktera jsou feSenim problému vlastnich Cisel soustavy
algebraickych rovnic

{@+p(R+R")+p’T}a=0, (43)

kde Q, R a T jsou matice 3 x 3, jejichZ prvky zavisi na elastickych
koeficientech

Qi = Ciarr, Rk = Cike, Tix = Ciogo. (44)

Z energetickych Gvah vyplyva, ze p; (i = 1,...,6) jsou komplexni a jelikoz
soustava (43) je redlna, jsou tato &isla navzdjem komplexné sdruzena.
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L.E.S. formalismus

Napéti a posuvy Ize vyjadfit pomoci komplexnich potenciali f;(z;), kde
zi =x+py (i =1,2,3). Zavedenim tzv. funkce napéti ¢ = [, Py, )"

tak, ze

i ;i
- ) Oy = )
dy ox

se vektor posuvil u; a vektoru funkce napéti da vyjadrit jako

w=2R{A(f(z)a}, 6=2R{B(f(=))q}.  (46)

A;j, Bij a (f(z.)) jsou 3 x 3 komplexni matice definovane jako

(1=1,2,3) (45)

Oz =

A =lay,ay,a3], B=1[b,by,b3], (f(2.)) = diag[fi(21), fa(22), f3(23)].



L.E.S. - anizotropni materal
e vlastni Cisla a vektory mate-
rialu
p1 # D2 # p3
a 7é as 7é as

e matice komplexnich potenci-
ali

fl (Zl) 0 0
0 f2(2’2> 0
0 0 f3(23)
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L.E.S. - izotropni materal

e vlastni Cisla a vektory mate-

rialu

pL=p2=p3=1

alzag#ag

e matice komplexnich potenci-

alti

f1(21) dfi (21) /dpl

0
0

f1(21)
0

f3(23)



O

Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky

T.C. T. Ting

Vzhledem k predcasnému
Strohovu umrti nebyla teorie, jiz
polozil zaklady, ucelena a radné
publikovana. Thomas C. T. Ting
(1996) a pozdéji také jeho student
Chyanbin Hwu  Chyanbin Hwu (2010) ji shrnuly,
doplnili a knizné publikovali.
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Trhlina kolma

S na rozhrani
\\ material 1\
\II Potencialy f; (z;) jsou v tomto

\ pripadé hledany ve tvaru

I

’ e = (), (@)

111 //I
/// oA 3 kde j=1,2,3, J =1, 11,111 a
Y22

v/ jsou nezndmé komplexni
vektory, § — 1 je neznamy (obecné
komplexni) exponent singularity
napéti.

A



)
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Trhlina kolma
na rozhrani

SN Vektory v}] a exponent singularity
\\ materl{ﬂ% § — 1 se uréi z nasledujich
I ‘ \ okrajovych podminek pro u a ¢,
4 (1=1,2,3)
/ ! 0 0 T 3T
171 I i = prov = —o, o,
marteria. . = . =
I, =W o PIO )

i = prof =0,

1 | II1
1

u u prof =,

=gl prod=n
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Trhlina kolma
na rozhrani

\\\\\\\\\ Splnéni vyse uvedenych okrajovych
material I\ podminek vede na problém hledan{
vlastnich cisel a vektor(
homogenniho systému

7

<

III

_

algebraickych rovnic

K (§)v=0, (48)

R\&V

7

materidl 2/
4 ktery vede na feSeni nelinedrni

rovnice vzhledem k nezndmému 4,

det (K (5)) =0.  (49)
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Zhigang Suo
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Greenova funkce, Dirichletiiv problém

Dirichletiv problém, nebo-li prvy hranicni problém hramonickych funkci,
spociva v konstrukci funkce u(z), ktera je

1. harmonicka v néjaké oblasti D,
2. spojita v uzavrené obasti D,

3. na hranici C obasti D nabyva danych hodnot

u(€) = u(§). (50)



