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PRUZNOST A PEVNOST I

1 DEFINICE, LITERATURA, NAVAZNOSTI

Pruznost a pevnost (PP) se zabyva uréovanim deformace,
napjatosti a porusovanim celistvosti télesa v zavislosti na vnéjsim
zatizeni. Soucasti PP je rovnéz formulace tzv. meznich stavi a
stanoveni bezpecnosti a spolehlivosti.

Doporucena literatura:

Janicek, Ondracek, Vrbka, BurSa: Mechanika téles, Pruznost a
pevnost I, CERM, 2004

Bursa, Hornikova, JaniCek: Pruznost a pevnost, CERM 2003, rovnéz
interaktivni ucebni text VUT FSI 2002

Jani¢ek, Florian: Mechanika Téles, Ulohy z pruZnosti a pevnosti I,
FSI VUT, 1995

Hoschl: Pruznost a pevnost ve strojnictvi, SNTL Praha, ALFA
Bratislava, 1977

Gere, TimoSenko. Mechanics of materials, Chapman and Hall,
London, Glasgow, 1991



NAVAZNOSTI

PPI navazuje na

a) statiku (podminky statické rovnovahy, statickd analyza
atd.). PP je jeden z predmétth Mechaniky téles - statika, PP,
kinematika, dynamika)

b) matematiku (matematickd formulace tloh PP a jejich feSeni
- integralni a diferencialni pocet, diferencialni rovnice atd.)

c) materialové inZzenyrstvi (materialové charakteristiky)

d) fyziku (atomova struktura latek, teorie dislokaci,
krystalicka struktura atd.)

e) uvod do strojirenstvi (konstruovani)
(pfedstava o zakladnich strojnich dilech a jejich funkci)

f) teorie systémi, teorie modelovani, teorie experimentu
(tvorba vhodnych vypoctovych modelt dloh atd.)



2 ZAKLADNI POJMY

2.1 Deformace télesa

Pfi deformaci t€lesa se méni poloha bodi télesa vzhledem ke vztaz-
nému souradnicovému systému (i vzdéalenosti bodi) a tvar télesa i jeho
casti.

Deformace télesa je matematicky popsdna dvéma zplisoby

a) posuvy u(u, v, w) ve vsech bodech A € ()
b) deformaci vSech elementu télesa

ad a)

Z(t) r




ad b)

Prvkem (elementem) télesa rozumime kaZzdou jeho oddélitelnou
éast.

Konecny prvek - vSechny rozméry prvku jsou kone¢né

Elementarni prvek - alesponl jeden rozmér je infinitesimdlné maly
(jedno-, dvoj-, trojndsobné elementarni prvek).
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Deformace télesa je urcena deformaci kazdého trojnasobné ele-
mentarniho prvku (elementu) télesa. Deformaci je zde pritom mi-
néna zména rozmeéru a tvaru elementu.



Matematické vyjadreni deformace elementu télesa

y

Q

=

Relativni zména rozméru a tvaru elementu

y

Cll

dy'

dy

/61,




Zména rozméru elementu je popsdna délkovymi pretvorenimi €., €,
ace,

_dy—dy
dy

B dz —dz

- Q2.1

Ey £,

Zména tvaru elementu je popsdna dhlovymi pretvorenimi (zkosy),
které geometricky predstavuji zménu pravého uhlu

Yoy = @+ 3 Yyr =77+ 0 Vow = € + 1 (2.2)

Pozn: uvedené vztahy (1) plati pro mald pretvoreni ¢ < 0,05.
Deformace v obecném bodé A télesa je popsana deformaci elemen-

tarnitho prvku, ktery tento bod obsahuje. Deformace je urena tzv.
tenzorem pretvoreni 7.

=2

T.= | 5 ¢ 2 (2.3)
z M 62

o
[\

ktery je symetrickym tenzorem druhého fadu, ktery obsahuje 6 neza-
vislych prvkd.

Deformace télesa je homogenni, pokud je ve vSech bodech A télesa (2
stejnd, tj. tenzor pretvoreni 7 je ve vSech bodech A stejny.

Deformaci povaZzujeme za nehomogenni, je-li v riznych bodech A
télesa riznd. Deformace mtiZe byt i po ¢astech nehomogenni.

6



2.2 Napjatost télesa

Definice: Napjatosti v bodé télesa A rozumime mnozinu obecnych
napéti f4 a jeho slozek o, T, které pusobi ve vSech Fezech w, které
bodem A prochazeji.

Zékladnim krokem ke stanoveni obecnych napéti f a jeho slozek o a
7 je uvolnéni prvku télesa (); fezem w a zavedeni ucinki vzdjemného
pusobeni, tzv. plosnych sil.

Elementarni silu vzdjemného ptsobeni v misté¢ A oznacime dF'4

dFy = f4dS (2.4)
L dFy
Ja= a5 (2.5)

kde ﬁl je tzv. obecné napéti.



dF, = dF, + dF, (2.6)

dFy dF, . dF;
dsS dS dS

fa=fo+ fi=0C +716 2.7)

o - normalové napéti [Nm ° =Pa] [Nmm 2 = MPa]
T - smykové napéti [Nm 2 =Pa] [Nmm 2= MPa]

Vztahy mezi obecnym napétim a jeho slozkami

FoVaTT o= PP =P 8

Znaménkova konvence pro slozky napéti

o >0 napéti ma smér vnéjsi normaly

(tahové) \
A —

0.e,
o < 0 napéti ma smér vnitini normaly
tlakové 1= @
(tlakové) e,
NN

Znaménkova konvence pro 7 ma smluvni charakter ve vazbé na pouzity
soufadnicovy systém.

Nasi snahou je nyni urcit f4 ve vSech bodech A fezu w.



Provedeme staticky rozbor silové soustavy pusobici na prvek télesa €2y,
sestavajici z podsoustavy vnéjSich sil 7; a soustavy vnitinich sil 7.

Pocet nezndmych parametri [ = 00
Pocet pouzitelnych podminek statick€ rovnovahy v==06
Stupen statické neurcitosti S=U—V=00

Uloha stanoveni obecnych napéti f4 v fezu o je obecné ulohou neko-
necnékrat staticky neurcitou a neni ji tedy mozné fesit v ramci statiky.

V rdmci obecné PruZznosti a pevnosti se problém fesi dvéma pristupy:

a) diferencialnim piistupem pomoci vztahli obecné pruznosti, které
sestavaji z diferencidlnich podminek rovnovéahy pro uvolnény troj-
nasobné elementarni prvek, geometrickych podminek, konstitutiv-
nich vztahii (Hookeova zdkona) a okrajovych podminek. Analyticky
v uzavieném tvaru je tato uloha feSitelnd pouze v jednoduchych pri-
padech. Numerické feSeni napt. metodou siti je Casto nestabilni.

b) integralnim pfistupem pomoci variacnich principli (Lagrangelv
variacni pristup) resp. pomoci principu virtudlnich praci. Numerické
feSeni tlohy zejména pomoci Metody konecnych prvka (MKP).

V ramci prosté Pruznosti a pevnosti se tloha zjednodusSuje zavedenim
urcitych predpokladii o pribéhu deformace resp. napéti v charakteris-
tickych fezech, které vyplyvaji z praktickych zkuSenosti, hovotfime o
pracovnich predpokladech.



Zakladni otdzkou vSak zlistava, v jakém stavu je nutné uvoliovat prvek
télesa. Korektné bychom méli uvoliovat v zatizeném, tj. ve zdeformo-
vaném stavu, ale deformaci dopredu nezname. Navic tento postup vede
obecné k nelinearni z4vislosti mezi napjatosti a deformaci (PP druhého
radu).

Ve vétsin€ pripada se nastésti ukazuje, Ze napjatost ( f:l , Tesp. vnitini
silové ucinky) nezavisi podstatné na deformaci télesa a mizeme tedy
prvek télesa uvoliovat v nezdeformovaném stavu. Pro linearné pru-
Zné téleso potom jde o linearni zavislost mezi vnitfnimi silovymi
ucinky a deformaci télesa (PP prvého radu).

AN
|

PP I. fadu
My(x) = —Fx

PP II. fadu
M,(z) = —Fa'

Hodnotu x’ dopfedu nezname, je to vysledek feSeni (napiiklad itera¢ni
postup).

10



VETY O NAPETI A NAPJATOSTI

Problematikou urovanim napjatosti a deformace v télesech v zavislosti
na vnéjsim zatiZeni se budeme zabyvat v pribéhu celého predmétu PPIL.
Jiz na zacatku je ale zapotrebi znat jisté zavislosti, které si uvedeme
formou vét.

a) Obecné napéti f4 zavisi na tvaru télesa €, zatizeni 7, poloze bodu
A, fezu w a materiadlovych charakteristikach

Nt

fas

b) Obecné napéti f;l v fezech w; je stejné, pokud tyto fezy maji stejnou
normalu €,

c) Obecné napéti f:4 je linedrni kombinaci jednotkového vektoru nor-
madly é,, v tomto bodé

11



fa=T,¢, resp.vmaticovém tvaru {fa} = [T,]{o}
kde [T,] je tzv. tenzor napéti definovany nasledovné

Or Tay Txz

15 = Tey Oy Tzy

Tez Tzy O

Jde o symetricky tenzor druhého fadu obsahujici 6 nezdvislych
prvk.

d) Nahradime-li silovou soustavu 7 silovou soustavou staticky ekvi-
valentni 7., pak obecné napéti f4 v bodech A je pro obé silové
soustavy obecné razné.

12



Z. definice napjatosti v bodé télesa A a vztahu ad c¢) plyne, Ze napjatost
v bod¢ t€lesa je uréena tenzorem napéti [7,| v tomto bod€. Napjatost
télesa je potom ddna napjatosti ve vSech bodech télesa.

Napjatost v télese je homogenni, pokud je ve vSech bodech A télesa
stejnd, tzn. Ze ve vSech bodech A télesa je tenzor napéti |T,] stejny.

Napjatost v télese je nehomogenni, je-li v riznych bodech razna.
Napjatost mize byt i po ¢astech nehomogenni.

13



SAINT-VENANTUYV PRINCIP

Z praktickych zkuSenosti vyplyva, ze staticky ekvivalentni ndhradou 7,
silové soustavy 7 je ovlivnéna napjatost pouze v bezprostfednim okoli
nahrady. Tuto skutecnost poprvé intuitivné formuloval Saint-Venant.

Nahradime-li silové ptasobeni 7r v okoli bodu P na povrchu I' jinym,
staticky ekvivalentnim zatiZenim 7., pak napjatost v télese bude
pro obé zatiZeni prakticky stejna s vyjimkou bezprostredniho okoli

bodu P.
X a (

P2
P 6red
. 4 >
P1
F




Saint-Venantliv princip umoziiuje
a) zavedeni veliCiny osamélé sily F' v Pruznosti a pevnosti

b) vytvaret vypoctové modely styku téles (redukce poctu neznamych
parametril)

F

c) rozdélit feSeni napjatosti a deformace vazaného télesa na reSeni rov-
novahy télesa jako celku a pak napjatosti a deformace uvolnéného
télesa

staticka napjatost,
rovnovaha | + deformace II
F F F

vazané téleso

POZOR: Saint-Venantuv princip je mozné pouzit pouze tehdy,
je-li oblast Spatné stanovené napjatosti {27 mimo Kritickou ob-
last (2, ktera rozhoduje o bezpecnosti. Nelze napt. pouZit u kon-
taktnich uloh.

l F

A,

O

QO
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2.3 Zatizeni télesa

ZatiZeni télesa je zpusobeno interakci télesa s okolim nebo vnitinimi
procesy, které v télesa probihaji. Vysledkem je vznik napjatosti a de-
formace s moznosti vzniku poruSeni celistvosti télesa. Do zatézovaciho
plsobeni patii:

— silové zatéZovani (osamé&lé sily F; [N], liniové sily ¢; [Nm™],
plogné sily p;. [Nm~?], objemové sily & [Nm ]

y 2(1)

nm

— deformacni zatéZovani (predepsany posuv ¢ na povrchu télesa v, -
realizace napr. dotazenim matice o jisty pocet otacek, nasazenim
objimky na htidel atd.)

— objemové zatézovani (nehomogenni teplota, zména objemu v
priabéhu fazovych zmén (austenit - martenzit) atd.). ZatiZeni od
nehomogenni teploty se obvykle nazyva teplotni zatiZeni

16



Charakteristické pusobeni - ptisobeni, které samo nevede ke vzniku
napjatosti, ale které mtize ovlivnit vznik meznich stavi - teplota, koro-
zivni prostiedi atd.

Zavadime nasledujici pojmy:

zatéZovaci stav - Z(t)

vychozi stav - Z(0). Vétsinou predpokladame, Ze napjatost je v tomto
stavu nulova.

historie zatéZovani - Z(¢) prot €< 0,t >
vlastni napjatost - napjatost v télese bez vnéjsiho zatizeni Z(t) = 0.
Tato napjatost je zptisobena celou historii zatéZovani (kaleni, tvareni

za studena, montazni operace, vznik lokdlni plastické deformace v
pribéhu zatéZovani atd.

17



2.4 Mezni stavy télesa

Meznim stavem (MS) rozumime stav, kdy se méni charakteristicka
vlastnost télesa.

1. Mezni stavy souvisejici s deformaci télesa

a) Mezni stav deformace je takovy MS, po jehoZ prekroceni ztraci
soucdstka svoji funkéni zplisobilost. Piiklad: turbinové lopatky

Al

1
>

b) Mezni stav pruznosti. S télesem provedeme zatéZny cyklus, spoci-
vajici v zatizeni a ndsledném odtiZzeni. Po pfekro¢eni MS pruznosti
zlstavaji v télese trvalé (plastické) deformace.

\\\P\\
AVANANAVAVAN
\\\P\\

I

|

|

|

|
VAN
M

l

ANANAVANAVAN
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c) Mezni stav deformacni stability. Geometrickd konfigurace stabilni
do tohoto stavu se stava labilni a stabilni se stav4 jind geometricka
konfigurace (pfi stejném zplisobu namahani).

9
F W

II

I

Fs F

2. Mezni stavy souvisejici s porusovanim celistvosti télesa

Mezni stav poruSeni - vznikaji prvni 8 r
. e . , L. t t

trhlinky  zjistitelné dostupnymi pro- <«— — — — — >

v L

stredky.

Mezni stav trhlin - poruSeni funkéné 7, ——— R

N/ pd Nd 7/ 4 W N @_ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ é

pfipustné se méni na funkéné nepfi- AR

pustné.

Mezni stav stability trhlin - trhlina
prestiva byt stabilni a Siti se bez pri-

. . Vv *Vv YV ¢V =
jmu energie z vnéjsku (bez vn&jsiho za- F, X i — Fi
P4 7 %_ ''''' T 'é
tizeni). / 7\L /
A dominantni
trhlina

Mezni stav lomu - téleso se rozpadd na \S— f/ \

dveé Ci vice Casti. L /

19



2.5 Deformacné pevnostni spolehlivost
Z.dkladnim pozadavkem na kazdou konstrukci je, aby plnila svoji funkci

a) v realizovaném stavu (po montazi)
b) za béznych a nékterych mimoradnych podminek

¢) po pozadovanou dobu

Schopnost konstrukce za téchto podminek pracovat se nazyva spolehli-
vost, kterd se kvantitativné vyjadiuje charakteristikami spolehlivosti
a to riznym zplisobem

a) slovné (spolehlivost dostate¢nd, mala, vyhovujici, pfiméfend)

b) jednoduchou relaci ve tvaru

VIIA

< <
a = ay(ap) o = ok(op) Ored = OK(0D)

kde « je veliCina charakterizujici spolehlivost ve vySetfovaném
stavu a aps je mezni hodnota této veli¢iny. S ohledem na vy-
poctové nepresnosti vychazime v praxi z hodnot dovolenych - ap,
které jsou vétsi nez 1.

a < ap — vyhovujici

a > ap — nevyhovujici
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c) koeficientem bezpecCnosti, zkricené bezpecCnosti kj; viaci aktudl-
nimu meznimu stavu

by = L e =TE g =K
« o Ored

kv 2 kp — vyhovuje

ky < kp — nevyhovuje

Pozn: Konkrétni velikost dovolenych bezpecnosti k£p zdvisi na druhu
namahani a vychazi z praktickych zkuSenosti.

d) zivotnost - doba, resp. pocet zatéZovacich cykla do vzniku mezniho
stavu

relace t <ty N < Ny vyhovuje

t =ty N = Ny nevyhovuje

kde - ¢,N je doba, resp. pocet cykll, které jsou poZadovany
z diivodu spravné funkce konstrukce

tr,Ns je doba, resp. pocet cyklii do vzniku mezniho stavu
(vétSinou lomu)
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TYPY ULOH V PRUZNOSTI A PEVNOSTI

I. ﬁlohy pomocné. Urcuji se veliCiny, které nejsou pruZnostné pev-
nostnimi charakteristikami, ale jsou dileZité pro vypocet napjatosti
a deformace pomoci prislusSnych vztahi.

— prafezové charakteristiky prutii

— vysledné vnitini silové G¢inky u prutd

2. Ijlohy o kontrole. Uloha je zad4dna tpIn& (zndme geometrii télesa,
materidlové charakteristiky, silové piisobeni, vazby k ramu). Uko-
lem je vétSinou stanovit bezpecCnost viici aktudlnimu meznimu
stavu.

3. Ulohy o uréovéni parametri. Uloha je zadéna netiplng. Ukolem
je urcit nezadané parametry (Casto rozméry), aby spolehlivé nena-
stal mezni stav.

4. Ulohy o optimalizaci. Uloha je zad4na netiplng. Ukolem je stano-
vit nezadané parametry tak, aby spolehlivé nenastal aktudlni mezni
stav a soucasné€ byla splnéna optimalizacni podminka (napf. mini-
malni hmotnost).

5. Ulohy o odvozovani a dokazovani. PoZaduje se odvozeni jistych
vztaha, zavislosti, vét o silovém pisobeni, napjatosti a deformaci.
Jde o ulohy teoretického charakteru.
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3 OBECNE VLASTNOSTI A OBECNE VETY LINEARNE PRU-
ZNEHO TELESA

Charakteristickou vlastnosti linearné pruzného télesa je linearni
zavislost mezi zatiZenim, napétimi, deformacemi a posuvy.

Fi
pruzné téleso
b
7 L
4 linearné pruzné
/ |_téleso
0

/ U

V pripadé€ pruzného t€lesa je tato zavislost nelinedrni, ale po odtizeni
se dostdvame do plivodniho stavu.

U pruzného télesa (a samoziejmé i v linearné pruzném pripadé)
zavisi napjatost a deformace pouze na zatizeni, které na téleso v
daném okamziku pusobi a nejsou tedy zavislé na historii zatézo-
vani.

Pro pruzné téleso plati zakon zachovani energie v nasledujicim tvaru:
Pfi zatéZovani télesa v pruzném stavu je priristek energie napjatosti

dW roven pfirtstku deformacni prace dA vSech sil, pisobicich na
téleso.

dW = dA 3.1
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Pfi zatéZovani z nezatizeného stavu bez vnitini napjatosti plati prisluSna
rovnost pro celkové hodnoty

W=A (3.2)

V dal$im se omezime na linearné pruzné téleso. K tomu je zapotiebi,
aby bylo splnéno nékolik podminek:

a) materidl télesa je linedrné pruzny. Konstitutivni vztahy popisujici
vazbu mezi napétimi a deformacemi jsou popsany tzv. Hookeovym
zakonem. V pripadé isotropického materidlového modelu je mecha-
nické chovani materidlu ur¢eno dvéma nezavislymi materidlovymi
konstantami, jmenovité¢ modulem pruznosti E a Poissonovym ¢is-
lem p

b) deformacni posuvy « jsou malé a neovliviiuji napjatost a deformaci
c¢) slozky tenzoru pietvoreni 7. jsou malé (¢ < 0, 05)

d) okrajové podminky jsou linearni

Fa= CUF,

1111
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Deformacni prace osamélé sily F

UE\ UF

slozka
posuvu

Véta o superposici napjatosti a deformace

Napjatost a deformace télesa, zpusobena silovou soustavou IT je
rovna souctu napjatosti a deformaci zpusobenych jednotlivymi si-
lovymi Gc¢inky, pricemz nezavisi na poradi zatéZovani.

Hin 771717
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Véta o vzajemnosti praci

Soucasné zatézovani silami F} a I 0— F1UF,

F

1

U1 P
Postupné zat€zovani I 0— ﬁl o ﬁl U ﬁg
u
index mista index sily
1 1
A = §F1U11 + Fluo + éFQU/QQ (3.4)
Postupné zat€zovani II 0— ﬁg — ﬁl U ]52

1 1
A = §F2U22 + §F1U11 + Fhug (3.5)
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V souladu s pfedchozi vétou o superposici plati

Ar= A

A z porovnani vztahu (4) a (5) dostdvame

Fluys = Fyuy (3-6)

Pfedchozi vztah je mozné vyjadrit slovné ve formé tzv. Bettiho véty o
vzajemnosti praci

Prace sily F; na posuvu w1, zpusobeném v misté 1 silou F5 je rovna
praci sily F5 na posuvu u,; zpusobeném v misté 2 silou F7.

Véta o vzajemnosti posuvi

Pisobi-li v mistech 1 a 2 jednotkové sily €7 a €5, potom pro slozky
posuvi plati:

M2 = 721 (3.7)

Veli¢iny 7115 a 191 se nazyvaji pri¢inkovi soucinitelé.
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Deformacni prace silové dvojice

M
Ma _A=0n-My
{017 (Y
2
1 1 1
A= —quz—éFu+—Fu:
1=0
1 1 1 1
=—Fro+—-Fro=-F-2rp=-Myp (3.8)
2 2 2 > 2
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Véta o deformacni praci silové soustavy

nmm

ZFuer qunuds+ Z [ prudS+

=1 Tn =1 Fpk

1
+§/0u dV + = ZM]¢]+ Z J g ds (3.9)

0 ]1 =1 M
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Castiglianova véta

Nasim cilem je stanovit slozku posuvu u; plisobisté sily Fj, ktera lezi
na povrchu linedrn€ pruzného télesa

Stay I Stav II

— Fk

nn
nin

Stavl -  zatiZeni télesa silovou soustavou U Fj

StavIl -  zatiZeni télesa silovou soustavou TUF . U dF 1 TESP.
T JUdF, U F

1
A=A, + éFkuk

1 1
A=A, + 5 dF} duy + §F/{;uk + dFuy
e —

—0
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Prirtistek prace vnéjsich sil

dA:A[]—A[ :dFkuk (310)

Z Cisté matematického pohledu je prace A silové soustavy 7 sloZenou
funkci zatizeni

A(m) = A(F;, Mj)

Totélni diferencial (prirtistek) je potom roven

dA = 3.11
Z = (3.11)
V nasem pfipad¢, kdy ptisobi pouze dF}. plati
0A
dA = — dF] 3.12
or, 4 (3.12)

Z porovnani (10) a (12) s pfihlédnutim k (2) dostavame
tzv. Castiglianovu vétu pro posuv ve sméru pusobici sily ve tvaru

oA oW
8Fk OF

(3.13)

Up =

Znaménkova konvence - je-li u; > 0, potom se posuv realizuje
ve sméru pusobici sily,pokud je u; < 0, dochazi k posuvu proti
sméru pusobici sily.
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Analogickym postupem je moZzné odvodit Castiglianovu vétu pro
natoceni ; v misté piisobeni silové dvojice
04 oW

oM, T oM,

(3.14)

Znaménkova konvence - je-li ¢o; > 0, potom se natoceni realizuje ve
sméru plisobeni silové dvojice M;, v pripadé ¢; < 0 dochazi k nato¢eni
proti sméru piisobeni M;.

Pozn: Pokud chceme stanovit posunuti resp. nato¢eni v mistech, kde
nepusobi Zadnd osaméld sila resp. silova dvojice, zavadime do téchto
mist veliiny doplnkové F; resp. M; . Potom pro posuv resp. thel
natoceni dostivame

oW oW

== = 1
aF, © Y= B, (3.15)

Ud

Cely postup provadime s obecnymi hodnotami Fj resp. M, jejichz
hodnoty pred zavéreCnou matematickou operaci polozime rovny 0.

9
F1 Fd

nim i
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ZAKLADNI VLASTNOSTI PRUZNE PLASTICKEHO
MATERIALU A TELESA

Jestlize po zatizeni a ndsledném odtizeni ztistanou v télese trvalé defor-
mace, potom bylo téleso (material) pod zatiZzenim ve stavu elasticko-
plastickém

? 6=E-8e|=
(0
B =E (g - &)

Ok 9

11111 €l | ol <
u 77T

Urcovani napjatosti a deformace je v tomto pripad€ znacné obtiznéjsi
neZ u linearné pruzného télesa. Touto problematikou se zabyva speci-
alni ¢ast mechaniky téles, s ndzvem plasticita.

Zékladni vlastnosti pruzné-plastického télesa je mozné shrnout nasle-
dovné:

a) zavislost mezi zatizenim a deformacnimi posuvy resp. mezi nap¢-
tim a deformaci je v pruzné-plastickém stavu nelinearni. Jednim z
dasledku je i to, Ze napjatost a deformace zdviseji na celé historii
zatézovani

b) neplati princip superposice

c) plasticka deformace nastava po prekroceni jisté mezni hodnoty na-
péti - meze kluzu o
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d) odlehéime-li téleso z pruzné plastického stavu pfi nehomogenni na-
pjatosti, potom vzniknou v téles zbytkova napéti (vlastni napjatost).

Nejjednodussim materidlovym vypoctovym modelem je zde tzv. ide-
alni pruzné-plasticky material.

Ok
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4 ZAKLADNI MATERALOVE CHARAKTE-
RISTIKY, TAHOVA A TLAKOVA ZKOUSKA

Pro feSeni tlohy pruZznosti a pevnosti jak v ramci obecné tak 1 prosté PP
je nezbytné znét konstitutivni vztahy materialu, které popisuji zavis-
lost mezi napjatosti a deformaci. Ty lze stanovit pouze experimentalné
na zakladé vhodné usporadanych zkouSek. Ziskané silové deforma-
¢ni charakteristiky se prevedou na obecnéjsi napjatostné-deformacni
charakteristiky, na zakladé€ kterych se formuluji potfebné konstitutivni
vztahy.

Zéakladnim experimentem v ramci PPI je tahova a tlakova zkouska

y Iy Al
/ J
/] S
/)
7 ‘/
7 FF X
4 i
2 ———————————————————— TSO
/)
; |
/ 1
Aa 20 %Ab
2 | >
B
y | S o | b
J -+ b ’
| ' |
L
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Tahovy diagram pro ocel

- F
F - T o0x= s
(ox) s - P
Z
g =
X SO
H F
E
L D
T
Al (&)
Charakteristické body na tahovém diagramu
L - mez linedrniho chovéani materialu
E - mez pruzného chovani materidlu
H - horni mez kluzu
D - dolni mez kluzu
P - mez Gnosnosti (smluvni mez pevnosti)
F - pocatek lomu
T - konec lomu
Smluvni napéti
F
Op = — 4.1)
Pomérné deformace (pomérna pretvoreni)
Al A Ab
Er = & Ey = — €= — (4.2)
v lo Y Qg : bo
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Poissonovo ¢islo (soucinitel piiéné kontrakce)

Poissonovo ¢islo pro ocel

n
05—+
04+

0,3
0,2 T
01—

€k

€x

(4.3)

Pro pruznostné-pevnostni vypocet tahovy diagram zjednoduSujeme,
vytvarime tzv. vypoctovy model materialu.

o)

OKt

II

—~

I1I

Opt

—

OKd

kde oy je tzv. modelova mez kluzu.
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Vypoctovy model tahového diagramu vykazuje tfi charakteristické ob-
lasti

I Oblast pruznych deformaci (na inzenyrské rozliSovaci tirovni ob-
last linearné pruznych deformaci), kde plati jednoducha linearni
zavislost (Hookeuv zakon)

o, = FEe, (0 = Ee) (4.4)

E - modul pruZnosti v tahu, ocel E = (1,9 — 2, 1) - 10° MPa
Ey = €, = — &y 4.5)

1 - Poissonovo (islo, ocel ;1 = 0,3

Chovani izotropniho materialu je popsano dvéma nezavislymi kon-
stantami I/ a

Pomérné objemové pretvoreni e (do ~ 5%)

_V—Vb_lab—loaobo_

‘ %) loapbo

loga apey boez
(l() + Al )(CL() +"Aa )(b() + ab ) — lpapby B
loapbo B

lo(l + Ex)ao(l — ,ngx)bo(l — ,uex) — loaobo _
loaobo

= (1+e,)(1 —pe,)(1 —pey) — 1=

2 2
= &x T HEx — HEx — HEL, — HE, =

malé, zanedbame
= e,(1—2u) (4.6)
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Z predchoziho vztahu vyplyva nasledujici omezeni pro hodnotu p

=05 (4.7)

Tato relace je disledkem podminky, Ze pii tahovém naméahani musi
dojit ke zvétSeni objemu, tedy e = 0. V pfipad¢€ krajni
hodnoty p = 0,5 hovorime o tzv. nestlaCitelném materialu.

Uvedeny tvar tahového diagramu odpovidd materidlu ve stavu
tvarném. Tahovy diagram materidlu ve stava kirehkém ma jiny
charakteristicky tvar:

s

ORt
3 €
ORd
F
Zavadi se tu soucinitel »¢
O Rt - .
nw=— Litina 0,25 +0,3 (4.8)
ORd

o rt - kifehka mez pevnosti v tahu
o rq - kifehka mez pevnosti v tlaku

Tahovy diagram ma v tomto pripad¢ piiblizné linearni charakter.
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IT Oblast rovnomérnych pruzné-plastickych deformaci

Ve sledované oblasti se vzorek zuzuje po celé délce rovnomérné.
Monotonni zat€zovani se dé€je po tahové kiivce, odt€zovani pro-
bih4 po pfimce se stejnym sklonem jako v oblasti I

(o]
I T II 111
A
6 b
a0 K _\
3
\00
tvori se
kréek
odtézovani
Opt
o
Fes <
&
Napéti pfi odtéZovani je dano vztahem
o=0"—FE(E" —¢) (4.9)

Deformace v této oblasti zavisi na historii zatézovani

IITI Oblast nerovnomérnych pruzné-plastickych deformaci

Dochazi k lokalni koncentraci plastické deformace a vznik4a ziuzZeni
- kréek. V ramci prosté PP nedokazeme urcit napjatost a deformaci.
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Vlivy na tahovy diagram

1) Vlivy metalurgické (chemické slozeni materidlu)

Vliv obsahu C Vliv legovani (Cr#})
6 ¢ = 1.46% Y Y G
c=0,55%
c=0,11%
& € € €
Ct ot g5l Crt oxe T
2) Vliv teploty

TT oged e

3) Rychlost zatéZovani

d d [ — l() .U rychlost ¢ela tyce
E = — £ = — = — =
dt dt | lp  ptvodni délka tyce
\%
/
Y _ L
/
/
7 ;
/) I(t)
/)
/
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Vliv na transitni teplotu kiehkosti 7’z

o Okt(T)

KREHKY
STAV

ORt .
TVARNY STAV

MS Tg MS
KREHKE
PEVNOSTI

PRUZNOSTI

T

Okt (€3)

_— Okt (€2)
S~ Okt &)

Ts T

ORt

83 >82 >é1

S rlistem rychlosti pretvoreni ¢ roste nachylnost ke kiehkému lomu,
jelikoz transitni teplota T’z se zvySuje.

Tahovy diagram pii pomalém (statickém) a rychlém (dynamickém)

zatézovani

G/

rychlé zat.

Okr > GKp

pomalé zat.
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4) Vliv velikosti télesa

Tahovy diagram o(¢) je materidlovou charakteristikou, ktera neni pod-
statn€ zavisla na velikosti zkuSebnich ty¢i, pokud je zajisSt€éna homoge-
nita chemického slozZeni, struktury, napjatosti, defektt, atd.

U nékterych mechanickych charakteristik je zavislost na velikosti
vzorku menSi (modul pruznosti E, Poissonovo Cislo p), u jinych vétsi

(mez kluzu o, kiehkd mez pevnosti o, mez unavy o, tranzitni tep-
lota kiehkosti T3).

Pro ilustraci je v nasledujicim grafu uvedena zavislost meze kluzu na
velikosti zkuSebniho télesa

Okt
Okt (d=10)

1,0

0,9 <

N

0,8 P~

0,7 T~

0,6

20 50 100 200 500 d[mm]
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5 PRUT V PRUZNOSTI A PEVNOSTI

5.1 Prutové predpoklady

Prut je nejjednodusSim vypoctovym modelem redlného télesa z hle-
diska vySetfovani deformace a napjatosti. Musi splfiovat jisté geo-
metrické, deformacni a napjatostni predpoklady, které souhrnné
nazyvame prutovymi predpoklady.

a) Predpoklady geometrické
Prut je geometricky urcen stfednici «y a pfiénym prifezem (s) v kaz-

dém misté stirednice s

h(s)
Y(s)—

- stfednice v je spojnice te€ZisSt prufezi ¢ ; stfednice v je spojita kiivka

- prifez v je jedno- ¢i vicendsobné souvisla oblast vymezena
rovnici hranice

- délka stiednice [ je minimalné stejné velika jako nejvetsi rozmér hyy,q,
pticného prirezu, vétSinou [ > h,pq..
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b) Predpoklady zatéZovaci a vazbové
- zatiZeni pasobi na stfednici

- vazby omezuji posuv a natoCeni stfednice

/]
/ Fi .
/] M; qa(x) -
/| —
/] -
78 [ d %ﬁ :
z/("/ N
; m(x)
2 > g i S % g
z Up = 0 Wp = 0 Up = 0
Wa = 0 Wp = 0
oa=0

Uvazujeme vazby bodové (kloubova podpora pevna, posuvna) a vetknuti.

¢) Predpoklady deformacni
- stfednice y zlistdva po zatiZeni spojitou kiivkou

- pricné prirezy v ziistavaji i po deformaci rovinnymi a kolmymi
ke zdeformované strednici
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d) Predpoklady napjatostni

- napjatost u prutu je ur¢ena normalovym napétim o a smykovym
napétim 7 v pii¢ném prarezu
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5.2 Klasifikace prutu

5.2.1 Hledisko geometrické

a) Dle krivosti strednice
- pruty pfimé

- pruty kiivé - rovinné, prostorové

b) Dle uzavrenosti stirednice
- pruty oteviené
- pruty uzaviené

Def. Prut povazujeme za n-krat uzavreny, mizeme-li ho rozdélit na
dvé ¢asti fezem, obsahujicim n+1 bodiu stiednice

5 bodu
4x uzavreny

¢) Dle poméru rozméru pri¢cného prurezu a poloméru
krivosti stiednice

% oolk¥ivend b o< 1
- pruty slabé zakfivené 3 = = ~
- pruty silné zakfivené % > % h 3 R
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¢) Dle proménlivosti prifezu

- pruty konstantniho priifezu - prismatické

- pruty proménlivého prafezu - spojitd zména, skokovd zména (vrub)
¢) Dle natoceni pruiezu

- pruty neSroubové - hlavni centrdlni osy kvadratickych momentt
prafezl se nenataceji

- pruty Sroubové «

5.2.2 Hledisko vazeb

- pruty volné

- pruty vazané

a) staticky urcité - stykové vyslednice je moZné stanovit na zdkladé
statickych podminek rovnovahy

b) staticky neurcité - stykové vyslednice se stanovi na zaklad¢ static-
kych podminek rovnovahy a prislusného poctu deformacnich pod-
minek
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5.3 Urcovani napjatosti a deformace v piicném prurezu

Ulohu fesime ve dvou krocich. Nejprve stanovime v fezu vysledné
vnitini (silové) acinky (VVU) a nasledné napjatost a deformaci.

VVU se stanovi na zakladé statickych podminek rovnovihy prvku
prutu, uvolnéného pricnym fezem p.

2
y
M, /,Y
Gk
|

Vnéjsi sily a silové dvojice fyzicky pusobi na povrchu prutu, mo-
delové vSak na strednici.

Staticky rozbor pro volny otevieny prut:

VVU = {FVM FVya FVZ7 MVz’ MVy’ MVZ}

s=p—v=>0

Stanoveni slozek VVU je v tomto pfipadé ulohou staticky urcitou, coz
plati 1 v rovinném pripadé.
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Staticky rozbor pro uzavieny prut:

uw=3-6=18
v==0
s=18—-6=12

obecné s=6-n
kde n je stupen uzavienosti prutu

Stanoveni slozek VVU je v pripadé uzavireného prostorového prutu
tloha 6 - n krat, u rovinného prutu potom 3 - n krat staticky neu-
rcita.

Vyslednou vnitini silu Fy a vysledny vnitini moment My, je mozné
rozdélit v souladu s lokdlnim soufadnicovym systémem (SS). Slozky
sily a momentu potom predstavuji charakteristicky zplisob namahani s
jasnym fyzikdlnim vyznamem.

[
YG

PRAVOTOCIVY SS LEVOTOCIVY SS
N - normalna sila T - posouvajici sila

M, - ohybovy moment M, - kroutici moment

VVU = {Na Tya T, Myv M., Mx} = {Na T, M,, Mk:}
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Def: JestliZze v priifezu ptisobi pouze jedna slozka VVU,
potom jde o tzv. jednoduché namahani prutu.

Priklady:

Jednoduchy tah VVU ={N,,0,0, 0}
Jednoduchy tlak VVU ={N_,0, 0, 0}
Jednoduchy ohyb VVU =40 ,0, M,0}

Jednoduchy krut VVU={ 0,0, 0, M}

Pisobi-li v fezu prutu vice sloZek hovoiime o tzv. kombinovaném
namahani pruta. Typickym pfipadem je kombinované namahani na
ohyb a krut s nasledujicim vektorem VVU

Kombinované namahani na ohyb a krut VVU = {0,0, M,, M} }
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5.3.1 Algoritmus urcovani VVU, integralni a diferencidlni vztahy mezi vnéjsSim zatiZenim a
slozkami VVU

Integralni vztahy:

ResSime podminky statické rovnovahy prvku prutu uvolnéného pfic-
nym rovinnym fezem v misté Sp.

SSF=0

— SR —
S F+ [q(s)ds+ F, =0 (5.1)
i 0
— — SR
Fv _ZE_f§(5>dS
i 0
S My = 0
Z(ﬂxﬂ)+[(}?4><q(s))ds+

Vo= -5 (R F) - [ (A < 1)

7

o

Vztahy (5.1) a (5.2) predstavuji integralni relace mezi vnéjSimi a vni-
tinimi silovymi ucinky. Lze je vyjadfit ndsledovné
Vysledna vnitini sila F, je v rovnovaze (resp. je rovna s opaénym

znaménkem) se souctem vSech vnéjsich sil, pusobicich na uvolnény
prvek.

Vysledny vnitini moment M, je v rovnovaze (resp. je roven s
opaénym znaménkem) se sou¢tem momentu vSech vnéjsich sil a
momentu silovych dvojic, pusobicich na uvolnény prvek.
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Analyzou vztahi (5.1) a (5.2) dospéjeme k ndsledujicim poznatkiim

Skok v priibéhu vnitini sily F, je tam, kde puisobi vnéjsi osaméla
sila.

Skok v priibéhu vnitiniho momentu M, je tam, kde piisobi vn&jsi
silové dvaojice.
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Diferencialni vztahy (Schwedlerovy véty):

Dvéma pri¢nymi rovinnymi fezy uvolnime elementarni prvek prutu,
v fezech zavedeme prislusné slozky VVU a formulujeme podminky

statické rovnovahy pro rovinnou silovou soustavu.

Znaménkova konvence pro slozky VVU:

Normadlova sila IN v fezu je kladna, je-li tahova.

Posouvajici sila T" v fezu je kladn4, jestliZe otaci elementem v fezu ve

sméru hodinovych rucicek .

Ohybovy moment M je kladny, pokud namaha spodni vlakna prutu

tahove a horni tlakove.

SSF, =0

q(x)

% 70 \My+dMy

o] |

e |

dx /

N+dN — N +¢dz =0 ""v""/ /q

v w
@(r) = —=F 3 /‘N(x) <
S F =0 I\ |
T+dT =T + ¢ dz = 0 S x
q:(z) = _djciz(zx) 5.4 -0

dx
Y Mp=0 My—My—dMy—FTd:U—qzdx?:O
T(x) =% (5.5)
2

3) = (2) q.(2) = -1 (5.6)

Predchozi vztahy 5.3 az 5.6 se nazyvaji Schwedlerovy véty.
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Analyzou vztahi (5.3)-(5.5) dospéjeme k nasledujicim poznatkiim:

Zlom v prubéhu normalové sily IV (x) je v misté skokové zmény
osové slozKy liniové sily g, ().

Zlom v prubéhu posouvajici sily T'(x) je v misté skokové zmény
normalové slozKy liniové sily q. ().

Zlom v prubéhu ohybového momentu M, (x) je v misté skokové
zmény posouvajici sily T'(x), tedy tam, kde piisobi osaméla sila
(respektive jeji slozka), kolma k ose prutu.

Ze vztahu (5.5) déle vyplyne podminka pro lokalni extrém ohybového
momentu M, (x)

kterou je mozné vyslovit nasledovné:
Lokalni extrém ohybového momentu M, (x) je v tom misté =, kde

je nulova hodnota posouvajicisily 7' (x ), respektive kde posouvajici
sila méni své znaménko.
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5.4 Pruty vazané

Prut uvolnime v mistech vazeb, které nahradime stykovymi vysledni-
cemi (reakcemi). Déle stanovime celkovy pocet nezndmych parametrii
stykovych vyslednic

FAx FAX A A Ma

A
“{: :E:Lh <“j%§?__{g -2§: )g igg%// J
nyn TN
FAz FAz FAz

Provedeme staticky rozbor silové soustavy

v=3 2 —

STHTY v=6 3—

a) Prut je staticky urcity (nepohyblivy) (s = 0)
Stykové vyslednice stanovime na zdkladé podminek statické rovno-

vahy a dale pfi stanovovani napjatosti a deformace postupujeme jako
u prutu volného.

—
F4 M,

FAx A B

nwu i
n FB

Zg F Az

w=3; v=3
s=pu—v=3—3=0

Y FE=0; Y F.=0; Y My=0

—> Fuy, Fa., FB
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a) Prut je staticky neurcity (nepohyblivy) (s > 0)

Stykové vyslednice se ur¢i pomoci podminek statické rovnovahy a z
deformacnich podminek

—

F1 M1

nin

Algoritmus feSeni:

1. Provedeme uplné uvolnéni prutu z vazeb, které nahradime staticky
ekvivalentnimi silovymi vyslednicemi

—
Fi M,

Fay

Fs,

Fa,

Provedeme staticky rozbor a napiSeme podminky statické rovno-
vahy

p=5; v=3,;, S=U4—V=0—3=2

Y E,=0; Y F.=0; Y My=0

Ze statického rozboru vyplyva, ze jsou nutné 2 deformacni pod-
minky.
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2. Provedeme caste¢né uvolnéni prutu z vazeb na droven ulohy
staticky neurcité (a nepohyblivé). Deformacni podminky formulu-
jeme pro uvolnéné vazby. Existuje vice moznosti.

nn

up =0
— ow —
Uup 8FBx 0
wp =0
ow
ST

W =W (Fy. M, Fpy, Fp.)

UBZO

ow
UB= o
wa =0

ow
SDA:@MA:O

W =W (Fi, My, Fi,, Ma)

3. Deformacni podminky se fes$i pomoci poznatkd PruZnosti a pev-
nosti I, zeyména pouzitim Castiglianovy véty. Z matematického po-
hledu predstavuji tyto vztahy podminky pro lokalni extrém energie
napjatosti W (Fy, My, F,, Fip.) jako slozené funkce stykovych
vyslednic, prislusejicich uvolnénym vazbam. Dostavame soustavu
linearnich rovnic, ze kterych se stanovi tyto stykové vyslednice.
Ostatni stykové vyslednice ur¢ime z podminek statické rovnovahy.
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6 NAMAHANI NA TAH A TLAK

6.1 Zakladni vztahy

Zékladni vztahy pro napéti, deformaci a energii napjatosti odvodime
pro idealizovany modelovy piipad prostého tahu.

Def: Prostym tahem (tlakem) nazyvame naméhani piimého prizma-
tick€ho prutu, je-1i splnéno

a) plati obecné prutové predpoklady
b) pri¢né prirezy se vzajemné oddaluji nebo priblizuji, pricemz zlsta-
vaji rovinnymi a kolmymi ke stiednici. Stfednice zlistiva primkova

¢) jedinou nenulovou slozkou VVU je normalova sila N

X dx u u+du Q P
P //
. - Yuz = 0 o
F I I S I I W I B _ F X
ZI Al |~ 8] |B
X dx
lo Al
4
S
x R .//c(x)
£ P e B
dsS
X
Y F.= N(z)=F 6.1)

AB'—AB (de+u+du—u)—dz du
AB dz dz

e()

ex(x) = konst. # f(y, z) !
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S ohledem na predpoklad b) plati, ze pomérné pretvoreni ¢, v fezu x je
konstantni a nezavisi na souradnicich y a z. Pro zbyla dvé pfetvoreni
gy, €, dostavame v souladu s poznatky z tahové zkousky

Ey = €, = —UEy (6.3) (- Poissonovo cCislo

Vzhledem k tomu, Ze v pribéhu zatéZovani nedochdzi ke zméné pra-
vych 1hla u elementl v fezu (viz obr.), jsou prislusné zkosy nulové,
tedy

Yoy = Vyz = Yoz = 0 (6.4) (pro 3-D)

Deformace u prostého tahu (tlaku) je prostorova (3-D).

Hookeliv zédkon pro prosty tah a prosty smyk

o, = Fe, (6.5) T =Gy (6.6)

Kde G je modul pruznosti ve smyku, definovany vztahem

E
C= ©7

Vzhledem k tomu, Ze ¢, je po prifezu konstantni a zkosy jsou dle (6.4)
nulové, plati v souladu s Hookeovym zdkonem (6.5) a (6.6) pro slozky
napéti nasledujici relace

Op=0; 0y=0,=0; Tpy=Ty. =T =0 (6.8)

Napjatost pri prostém tahu (tlaku)je jednoosa - 1-D.
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Vzhledem ke konstantnimu priibéhu pomérného pfetvoreni €, v fezu a
k platnosti Hookeova zdkona (6.5) je prubéh napéti o, v Fezu rovnéz
konstantni.

Z podminky statické ekvivalence a s ohledem na konstantni pribéh
napéti o, po prifezu dostivame

N($>=/O'IdS:UxS

(4
N(z) F
— = _ 6.9
") =S~ 3 (09)
Posunuti v v misté x
T T T /
u(z) —/du'—/sxdx'—/a(x) dz’ =
E
0 0 0
[N (') d2” Nz
— = 6.10
/ ES(x) ES (6.10)
0
Celkové prodlouZeni prutu Al
Nl  Fl

ul) =5l =55 = Fg

61



Energie napjatosti

u u+du
%
N(x) N(x)
Sx/
X dx do

Energie napjatosti elementarniho prvku df?2

6.11)

1 1 1 1
AW = dA = —SNu+ SN(u+du) = 5N du = Ne, dr =
1 o, N?dz
~ - NZ gy =
>V E YT 9ES

Energie napjatosti celého prutu

(z)dz  N*  F%
W= / div= 2ES( ) 2ES 2ES

M¢érna energie napjatosti pfi prostém tahu (tlaku)

dW B N2 dz o2 oc

~ 4V 2ESSdx  2E 2

62

(6.12)

(6.13)



6.2 Napjatost v Sikmém rezu, rozbor tahové napjatosti

Sikmym fezem p s plochou S , uvolnime z télesa €2 prvek (2;.

\}‘ g

.

p

rs S,

f
P /
Gp IIII|II
! |
'|| lllll Tp
p IIII|||||A
||||.|| l Q1
P T

LT
R Gp |
> |
|

s

Z poznatki analytické geometrie vyplyva

S, = 5 (6.14)

COS

Pro obecné napéti f, v Sikmém fezu p a jeho slozky o, a 7, dostdvame

F F
fr=g = o — oy (6.15)
0, = f,co8p = 0cos’p = %(1 + cos 2¢) (6.16)
) ) o .
T, = fpsinp = o cos psinp = §sm 2 (6.17)

kde o je normélové napéti v pricném fezu.
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Maximalni hodnoty slozek napéti (6.16), (6.17) —

Opmar = O cos2p =1 o =0,m, 27

(0

sin 2o =1 o =7 =45°

Tpmar = 3
Maximalni normélové napéti o, ,,,, je v piicném fezu (o = 0)
Maximalni smykové napéti 7, .4, je v fezu s thlem normaly ¢ = 45°
Slozky napéti v kolmém fezu p’:

Normidla tohoto fezu je pod thlem 5 = ¢ +

-

oy = %(1 + cos283) = 5 1+ cos(2p + )] =

= %(1 — cos2¢) # 0,

Ty = ? sin 28 = gSin(2g0 +7) =
2 2
o .
=3 sin 2 = —7,

Predchozi vztahy je mozné vyjadrit slovné formou tzv. véty o sdruze-
nosti smykovych napéti:

Smykova napéti ve dvou vzajemné kolmych rovinach, kolma k
spole¢né prusecnici jsou stejné velika a miii bud’ do spole¢né pru-

sec¢nice nebo od ni.

Tato véta plati obecné i1 v pripad¢ prostorové napjatosti.
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Grafické znazornéni tahové napjatosti v Mohrové roviné (o, 7,)

Algebraickou tpravou vztaht (6.16) a (6.17) dostavame

0—%:%(308&,0 /?

T, = %sin2gp /?

Umocnénim a setenim obou rovnic dostadvame nasledujici rovnici

(o2 = () (6.18)

kterd predstavuje v Mohrové roviné se soufadnicovymi osami o0, a 7,
rovnici kruZnice se sttedem v misté¢ o = 7 a s polomérem 3. Uvedend
kruZnice mé ndzev Mohrova kruZnice.

T
p
Op

(p)

G, ()

NQ
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Mohrova kruZnice je geometrické misto bodii, odpovidajicich slozkam
napéti o, a 7, ve vSech fezech p, které prochazeji bodem A. Napjatost
pri prostém tahu je tedy geometricky urcena Mohrovou kruZznici.

Uhlu natoCeni ¢ mezi fezy p odpovidd dvojndsobny thel mezi odpo-
vidajicimi body na Mohrové€ kruznici a to ve stejném smyslu.

Ptipad prostého tahu (tlaku) je idedlnim modelovym piipadem, ktery

prakticky neexistuje. Probereme si nyni vliv nejcastéjSich odchylek od
tohoto pfipadu.
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6.2.1 Vliv zmény pricného pruiezu podél stiednice

a) zména spojita

dQ,
dsS
/ T/
%1"
/
o 0+d0
dx)| <E S PR I - F.
dQ
—~ |  s4ds
\ )2
\ - |
v—- | dS
X dx

Podminka silové rovnovahy pro elementarni prvek df); v axidlnim
sméru

=
(0 +7do")dS — 7md(x) dz = 0

o as
mwd(x) dx

T =

(6.19)

U veliké vétSiny praktickych piipadil je symkové napéti 7 velmi malé
7 < 0 a mizeme je vici normalovému napéti o zanedbat.
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b) zména skokova (konstrukéni vrub)

V misté vrubu vznika prostorova napjatost a dochazi zde ke koncentraci
napéti. Vliv vrubu na napjatost vyjadfujeme smluvné soucinitelem
koncentrace napéti a.

On S G - nominalni napéti
7 7l F
e
Gmax
N

Tahova napjatost je porusena pouze v bezprostiednim okoli vrubu. Vliv
vrubu na napjatost je zapotiebi uvazovat, celkova deformace prutu je
vSak vétSinou ovlivnéna nepodstatné, zanedbatelné.

Soucinitel bezpecnosti viici mezi kluzu ok je potom roven

hpe = 25 6.21)

Umax
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6.2.2 Vliv proménlivosti norméalové sily IV (x) podél stirednice

a) skokova zména N ()

Skokova zména normélové sily N (x) je zptisobena osamélymi silami,
které plisobi v ose prutu.

/ P3
- — F> — —
Fi F, —> F3 Fa
«— < > >
>
N(x) @

Vzhledem k tomu, Ze vné&jsi sila miiZe plisobit pouze na povrchu télesa,
dochazi v tomto piipad€ k poruseni tahové napjatosti (1-D) a napja-
tost je prostorova (3-D), ktera bude zaviset na konstruknim provedeni
prenosu vnéjsiho zatizeni na prut. V ramci predmétu PPI se nebudeme
touto zalezitosti blize zabyvat a budeme predpokladat, ze tento vliv
neni podstatny.

b) spojita zména N (x), zpisobena objemovym zatiZenim
(gravitacni pole, pole odstredivych sil).
Pokud vektor objemového zatizeni ma smér stiednice prutu a toto

je rovnomérné rozloZeno po prifezu, potom zlstava tahova napjatost
zachovana, ale stava se podél prutu nehomogenni.
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Piiklad: Stanovte pribéh napéti v lan€ a jeho protazeni ptisobenim gra-

vitacniho pole.

Elementarni gravitacni silu dF, miZeme
vyjadrit jako objemovou silu nasledovné

L /////:///////// g4

X |

XrR

dF, = 6dV = pgdV = pg$S dz dx T
N(xr)
_yux) i £ pZ
PET RS

VAF:
Normalova sila NV lj //// g
i

v misté x je rovna

dx

Al

[ [
N(zg) = /ng = /pgS dz = pgS(l — zp)

TR TR

Normalové napéti o(xg) v misté zp je rovno

o(em) = 20— gt — )

Pro posuv u v misté zp dostdvame

u(a:R):/du:/sxdx:/%dxg%/(l—x)dx
0 0
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Posuv u; na konci prutu, ktery odpovidad protaZzeni prutu al, je roven

y
~5N
wen—p) =295 _pg ST L F (4)
. E ES 2 2ES

Z rovnice (4) plyne, Ze celkové protazeni prizmatického prutu Al v
gravitacnim poli lze stanovit tak, jakoby celkova ttha prutu F}, pisobila

VWV ¢\

Pribéh napéti o (xp) a prubéh posuvil u(xr) podél stfednice dle rovnic
(2) a (3) je mozné vyjadrit graficky nasledovné

V717747470747074 Omax

| @ u(x)

|

| //

. »

|

| u(l) = Al
Soucinitel bezpecnosti je potom roven

kx = oK > kp (>1) (5)

Umax
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Priklad: Stanovte prib&h napéti v rotujici prizmatické tyci a jeji prota-
Zeni pisobenim pole odstredivych sil.

e

S
NGR) i K
__h_ ................. 4 >____
%
XR
X dx

Elementarni odstrediva sila dF, je rovna

dF, = dm rw’ = S dz prw® = pw?Sz dz (1)

Pro normélovou silu N v misté x i dostavame

l l
1
N(xg) = /dFO = prS/aj dx = épw25 (17 — a7 (2)

TR TR

Normadlové napéti o v misté x i je ddno vztahem

o(xg) = = ipwz (17 — a7 (3)
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A pro posuv u v misté xp prutu plati

TR

u(zg) = /du—/exdx—/—dx— pw/(lQ—x%)dx

0
PW 2 ar
o\t )

Maximalni normalové napéti v prutu je rovno

1

Omar = 0(xp =0) = épw2l2
Posunuti «(/) na konci prutu je rovno
u(zg=1) = l3

SE

Pribéh napéti o(x) a posunuti u(x) podél stfednice rotujictho prutu
jsou graficky zndzornény v souladu s (3) a (4) nasledovné

Omax \

u(l)
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6.2.3 Vliv zakfiveni strednice

Obecné zakiiveni stfednice vede k poruseni rovnomérné tahové na-
pjatosti. My se zaméfime na pruty slabé zaktivené (h < R), kde je
predpoklad rovnomérné tahové napjatosti splnén s dostateCnou pres-
nosti.

Budeme reSit pripad tenkého rotujiciho krouzku, zatiZzeného od-
stiedivou silou za rotace

Elementarni odstiediva sila dF, je rovna

av
dF, = dm Rw? = pbhRdyp Rw?

Podminka silové rovnovahy

v radidlnim vypada nasle-
dovné

S =0

de
dF, — 2N sin7:O |
|
’ |
A pro normaélovou silu NV dosta- N - | |
vame po dosazeni za dF, =17
| .
dF,
N = — pw’R?bh  (6.22)
de
Vztah pro normalové napéti potom vypada nasledovné
N
o=3= pw*R? (6.23)
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Pomérné pretvoreni €, v obvodovém sméru

2n(R+up) —2rR  ug

© 2T R R (6.24)
Aplikaci Hokeova zdkona obdrzime
. 2 R2
go = = =& (6.25)

E E

Porovnanim (6.24) a (6.25) dostavame pro radialni posuv stfednice up

1
up = — pw*R’

= (6.26)

Pripad nasazeni tenkého krouzku na hridel s presahem.

Aplikaci vztahu (6.24) dostadvame pro pomérné pre-

tvoreni \
urp . A RL
= — = — 6.27
GZ=p T (6.27) L L

a napéti je vyuzitim Hookeova zdkona rovno

EA
y=Fe, = — 6.28
o 3 7 (6.28)
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6.3 Algoritmus urcovani napjatosti a deformace pri tahovém (tlakovém) na-
mahani

Pfi urCovani napjatost a deformace pouzivame vztahi odvozenych pro
prosty tah (tlak) s uvazovanim vlivu odchylek

a) volny prut

u(xs) Xa < X7
_)>(1 X2 X3 X
5
A e
L1
Fi || Faf (NG Ry [NGs) | J_  Fa | |Nxe)] Fs | | Fe
[~
a b c d e f g
|

Prut rozdélime na dseky, ve kterych je prubéh N(x), resp. o, popsan
jednim matematickym vztahem. Hranicemi dsek jsou mista pisobeni
osamélych sil F}, resp. skokové zmény prirezu. V kazdém useku pro-
vedeme uvolnéni prvku rovinnym fezem, v kterém zavedeme normalo-
vou silu IV, piisobici v kladném sméru a aplikujeme silovou podminku
statické rovnovahy ve sméru osy prutu.

e ) = 500 =
N(z3)=F+ F,— Fy o(13) = Jgf ((;z:;)) _ P+ 1;2 —F
Nen) = F—F o) = 5 =
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Posuv v misté fezu x3 se pocitd jako soucet protazeni vSech tsektl prutu
od mista ulozeni az po prislusny fez

C

u(xs) = ZM@' = / 0(;1) dzy + NE(Z)b n N(%)(?S; a—b)

0

Osovy prubéh normalové sily N (x) a napéti o(z) jsou uvedeny na
nasledujicich obrazcich

N
(x) F, Fs

F1 @ F4 F6
© Fs X
D x

@ Omax

Omax = G(XG)
Bezpecnost prutu viici mezi kluzu je rovna
OK OK
ke = >

oo Joleg) = "0 > D
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b) prut vazany

— staticky urcity. Stykovou vyslednici stanovime ze silové pod-

minky statické rovnovahy ve sméru osy prutu a ddle feSime jako
prut volny.

— staticky neurcity. Jako piiklad uvedeme prizmaticky prut obou-
stranné vetknuty, zatiZzeny osamélou silou F'.

. TFB
| | UPLNE
b | | UVOLNENI
| ' i
ARG G
777777777777 I
Fa

Postup reSeni:
1) Uplné uvolnéni, staticky rozbor a podminka silové rovnovahy

u=2 ; v=1 ; s=pu—v=1

Uloha je jedenkrit staticky neurdita.
Podminka silové rovnovahy > F,

Fi+Fp—F=0 (1
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2) Caste¢né uvolnéni na troven staticky urcité tlohy

Deformacéni podminka

|
uy =0 (2) Y /{//I////
9 N(x2)
ResSeno superposici: b T y
i
’AZF’ = ‘AZFA} i_)
Nx)TF
Fb  Fala+b) Fb  Fb | P u=o|x
= = Fy= = '
ES ES a+b [ A|FL.__T_J_TA|F
v F g
Reseno Castiglianovou vétou: "
N(Zlﬁl):—FA ; N(SUQ):—FA—f—F
. oW 9 [N*(xzi)a N*z9)b]|
AT OF,  9F, | 2ES 2ES |
~ N(z1)a ON(x1) N(x2)b ON(z2)
- BES  0OF4 ES  OFy
Faa (=Fa+ F)b(-1) Fb
Bg TUT ES — AT T

Montazni vile Montazni ptesah

111101111/ /////V//1////
| |
| |
I :
A | |
Y/ 7777 | 777 1 A
Fg
UA = A u A = A
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Pruzné ulozeni

LN
|

Ty

FA% UA=S.FA= IZ:_A
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6.4 Soustavy téles

Omezime se pouze na soustavy, které se sklddaji z pruti namahanych
na tah (tlak) a dale z tuhych neprutovych téles. Pijde o nésledujici

pripady:

a) prutové soustavy, kde pruty jsou spojeny rotacnimi kinematickymi
dvojicemi, pficemz kazdy prut je zaroven vazan k ramu

b) soustavy prutl a neprutovych tuhych téles, pfiCemz kazdy z ¢lent
je vazan k ramu

c) prutové soustavy, u kterych je vzajemna nepohyblivost pruti zpu-
sobena vnitfnimi vazbami a které jsou jako celek uchyceny k ramu.

Demonstracni priklady:
Ad a) Stanovte sily v prutech a provedte pevnostni kontrolu

F=10"N; S =50mm? [ =1m; a=230°cx = 350 MPa; kp = 2

Uplné uvolnéni

MWW

AMAANY
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Statickd analyza: u=3 ; v=2 ; s=p—v=1

uloha je jedenkrat staticky neurcita

Podminky statické rovnovahy

ZFJ; . Fy+ Fpcosa+ Focos2a =0 (1)

Y F.: Fpsina+ Fesin2a+ F =0 (2)

CasteCné uvolnéni na droven ulohy staticky neurcité

Z
A

Ty

W =W (F, F¢)

N; = N; (F, Fc)

Deformacni podminka a jeji feSeni pomoci Castiglianovy véty

uc =0 (3)
W 8 N~ Nili ON,
_ _ i 1Ug 1 4
YT OF:  oF: 21: 2E;S, 21: E.S; 0F )
Stanoveni normalovych sil NV
N3 = F¢
1 F
N2:FB@— (Fesin2a+ F) = —2F¢ cosa —

SN SN
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Ny = F}y ) —Fpcosa — Focos2a =

2 _
2Fccos”a+ F(cota — Fo ¢os2a, =

cos2 a—sin? o

= Fo(cos® a +sin’ ) + Feot o = Fo + F cot o
]

Po dosazeni za N; do deformacni podminky (4) dostadvame nasledujici
rovnici s jedinou nezndmou, kterou je uvolnéna stykova vyslednice F¢

(Fo+ Feota)l-1 N (—2Fccosa — =) —L (—2cos )

ES ES i
e [ ES
1=0 Naniad
+2ES cos 2« [
2F F
Fo+ Feota+ 4Fccosa + — + © __—0

sina  2cos 2«

7 —Fcota — S?fa —F (cota + siia) 049 F
C pr— p— — N
1—|—4COSO&—|—2CO182a 1+4cosoz+2cols2a

A zpétnym dosazenim ziskdme sily v prutech NV

Ny =Fo+ Fcota=0,683 F

Sl &

F
Ny = —2Fccosa — = —0,183 F

Ny=Fo=—1040 F
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a prislusna napéti

N, 0,683 10*
1 — 136.6 MP
7178, 50 Ak
N, —0,183-10%
— 2 — —36.6 MP
2= g 50 Ak
Ns  —1.049 - 10*
Oy = =5 = — —104,9 MPa

S 100

Nasleduje pevnostni kontrola vii¢i mezi kluzu
Omaz = max {|o;|} = 136,6 MPa

OK 350

— =2,56 > kp =2
Omae 1366 b

ki =

Pozor! U prutu tlakové namahanych je zapotiebi provést také
kontrolu na vzpér!
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Ad b) Stanovte sily v prutech a provedte pevnostni kontrolu

Xe FC FD
AW AW
Ye c D

ZG N2 N3
FB \ Y
WA\
s 2 3 8
. ES E,2S
® Y
1|Es
_zr________éh _____ Als|
__________________________ i |
a a 2 |
VFE

Statickd analyza pro soustavu téles uplné€ uvolnénou z vnéjSich vazeb

u=5>5 ; v=3 ; s=pu—v=>5—-—3=2

Soustava téles je dvakrat staticky neurcita.

Podminky statick€ rovnovahy

ZFx - Fy, =0

ZFz . Fo 4+ Fg+Fo+Fp—F =0

ZMA - Fg-a+F--2a+Fp-3a—F-2a=0
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Vv

Castecné uvolnéni na droven ulohy staticky neurcité
Fel Fo

AW

MWW

|>\

E

Deformacni podminky a jejich feSeni pomoci Castiglianovy véty

OW <~ Nil; ON;
=)

OF, E.S; OF, 0 )

we =

N;l; ON;
ZES OFp ()

wp = aFD

Stanoveni normalovych sil N a jejich dosazeni do deformacnich pod-
minek (4) a (5)

N, =Fs 2 _oF. —3F,+2F
N, = F,

Ny = Fp
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Dosazeni N do deformacénich podminek (4) a (5)

(—2F0—3FD+2F)'CL-(—Q)_I_FC'QCL-1+FD-26L-0

ES ES 2Bg 0 [ES

(~2Fc —3Fp +2F) -a-(=3) Fc-2a-0 Fp-2a-1

ES ES sBg 0 [ES

:>F07FD — Nl,NQ,Ng = 01,09,03 = Omar = ki = IK > kp

Omax —

Jiné deformacni podminky, vyuzivajici tuhost neprutového télesa (obr.1)

Aly Aly Fpa Feo - 2a
—_— = = = = Fr=F
a 2a ESa ES-2a ¢ B

All Alg FBCL FD - 2a
=Y — = Fp=3F
a 3a ESa 2ES-3a b b

Fe,F'p = (3) =

SHES

Fg-a+Fp-2a+3Fg-3a—F -2a=0 /

2OF F

S22 6 ¢

B

F
FD:3FB:§

F
2) = FAZ:F—(FB—i—FC—FFD):g
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Ad ¢) Stanovte sily v prutech a stykové vyslednice u pfihradové
konstrukce dle obrazku

XG
Ye |_:>2

1117 i i i

1) Hledisko vnéjSich vazeb
Uvolnéni z vnéjSich vazeb na uroven ulohy vnéjskove staticky urcité a
vnéjsi staticka analyza

pe =09 ; Ve=23

Se = e — Ve =D—3 =2

Uloha je dvakrat vn&jskové staticky neur¢itd (dvé prebytedné vn&jsi
vazby)

Podminky vnéjsi statické rovnovahy

Y Fup: —Fa+Fi=0 = Fip=F (1)

ZFAZ:FAZ+FB+FC+FD—2F:O 2)

> My : Fg-a+2Fc-a+3Fp-a—F-a—F-2a=0 (3)
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Céstecné uvolnéni na uroven vnéjSkové staticky urcité ulohy a formu-
lace vnéjSkovych deformacnich podminek

F
|_:>1 Y
i % Fc TFD
OW <~ Ni. ON,
— — 4
e = ok, 21: E,S. OF. )
oW <X N, ON,
D= o, ) E.S: OF;, ©)

1

2) Hledisko vnitrnich vazeb

Klasifikace z hlediska vnitini statické urcitosti (vychazi se z podminek
statick€ rovnovahy v uvolnénych styCnicich)

w=p=10 ; v, =2k—3=2-6—-3=9
(p je pocet prutil a k pocet sty¢niki-kloubt)

SZ:,LLZ—VZ:].O—S):].

Uloha je jedenkrat vniting staticky neuréitd (existuje jedna prebytednd
vnitini vazba).
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Uvolnéni na droven ulohy vnitiné staticky neurcité (preruSeni jedné
nadbyte¢né vnéjsi vazby)

Formulace deformacni podminky plynouci z podminky spojitosti de-
formaci v misté mysleného fezu

|ug| = |ug| = ug (6)
oW ow
ul — ’ u// — 7 N/ — N// — N9
9 aNé 9 (91\79’)’ 9 9
gl = ug ; Jug| = —ug  — (6)
ow oW oW
Uy = —Uy = = =0 (7)

- = = =
ON, ~  ON! ON,

Pfedchozi podminku spojitosti opét feSime pomoci Castiglianovy véty

10

oW s, N2, N.l; ON;
ONy  ON, Z 2F.S; 21: E;S; ONg 0 (8)

i
K tomu, abychom mohli feSit deformacni podminky (4), (5) a (6) je
nutné v dalSim kroku stanovit normalové sily v prutech N, na zdkladé
podminek statické rovnovihy v uvolnénych sty¢nicich, pricemz musi
byt splnéna nasledujici podminka

W:W<F17F27FC7FD7N9) ) Ni:Ni(F17F27F07FD7N9)
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Pfi stanoveni normalovych sil /V; obvykle vyuzivame postupnou styc-
nikovou metodou, pficemz vychazime ze sty¢nik, ve kterych jsou dva
neznamé parametry, napr. ze styCniku D.

STF, =Ny — Nj¥%2 =0

. V2
@ ze-FD+N47—O
N4
= Ny=—V2Fp; = Fp
[ — N;
Fo
(E) S F, N5+ No¥2 — N,¥2 =0
F
/ N5 v N5 = —Ng? + N4§ =
N4
No
VN10 - \/_Ng FD

ZFZZFQ+§N9+N10+N4§:O

Nyp= —Fy — YNy — Ny = —Fy — 2Ny + Fp

Po dosazeni N; do deformacnich podminek (6.50), (6.51) a (6.54)
dostaneme 3 linearni rovnice, ze kterych stanovime 2 vnéjsi uvolnéné
stykové vyslednice F» a Fp a vnitfni uvolnénou vazbu Ny. Jejich
zpétnym dosazenim do vztaht pro /NV; dostaneme vSechny normalové
sily IV;. Nasleduje urCeni norméalovych napéti a pevnostni kontrola.

N.:
0; = . v Omar = max{\all}
Si
kr = K 2 kp
Omax
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7 NAMAHANI NA OHYB

7.1 Zakladni vztahy pro napéti a deformaci v rezu

Potfebné vztahy pro napjatost a deformaci odvodime pro idealizovany
ptipad prostého ohybu.

Def.: Prostym ohybem rozumime naméhani pfimého prismatického
prutu, je-li splnéno

a) plati obecné prutové predpoklady

b) pficné prifezy zistavaji v pribéhu zat€Zovani rovinnymi a otaceji
se kolem osy lezici v té€to roviné a nasledovné se deformuji. Pfi¢né
prifezy zistavaji kolmé ke zdeformované (prohnuté) stiednici

¢) jedinou slozkou VVU je ohybovy moment M,(x), ktery je kon-
stantni po celé délce prutu

V prvnim kroku stanovime ohybovy moment M, (z) na zakladé pod-
minky rovnovihy uvolnéného prvku prutu.

‘

V7| = W

57w, /
2 g

AN
\
AN
<<
\

\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

\

v v

Momentové podminky

> My o My(x)=DMy ; Y M. : M.(z)= M. (7.1)

91



V dal$im kroku stanovime priibéh pfetvoreni €, a napéti o, v pficném
fezu na zdkladé prislusné pracovni podminky ad b)

Prosty (prostorovy) ohyb Zakladni (rovinny) ohyb

h z
us =u(y,z) =ay + by +c1z (7.2)
UA
ey, 2) = 5 = + by + cz (7.3)

Pribéh pomérnych ptetvoreni ¢,(y, z) po prifezu je popsan rovnici
roviny. S ohledem na tahovy (tlakovy) charakter napjatosti plati pro
zbyvajici dvé pretvoreni nasledujici vztahy

ey(y, 2) = €2y, 2) = —pes(y, 2) (7.4)

Z podminky kolmosti pricného prifezu na zdeformovanou stfednici
vyplyva nulovost zkosu

V pripadé prostého ohybu jde o prostorovou (3-D) deformaci.
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S ohledem na charakter zatézZovani je jedinou slozkou normélovych
napéti slozka o, tedy

o, #0 ; oy =0, = (7.6)

Z. Hookeova zdkona pro prosty smyk vyplyvaji s ohledem na nulové
zkosy (7.5) 1 nulova smykova napéti

Toy = GYoy =05 7y =0 Ty =722 =0 (7.7)

V pripadé prostého ohybu jde o jednoosou (1-D) napjatost.

Priibéh normélového napéti o, v fezu plyne z Hookeova zdkona

73

o.(yz) = Fe, ) Ela+by+cz) (7.8)

Zatim neznamé koeficienty a, b a ¢ v pfedchozim vztahu se urci na
zéklad€ podminek statické ekvivalence mezi sloZkami VVU a elemen-
tarnimi silami z normalového napéti o, pro pricni fez v misté x
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el
T Nk (=0) X
My(x) ? lex)
Wzl
Mo(x) // Gé

dS

Silova podminka statické ekvivalence ve sméru osy = vypadd nésle-

dovné

S

—~ -~

Ye

Uy 7

7\

N:/deS:E a/dS—i—b/de—i—c

(G

¥

(&

Ve

/

¥

z dS

(7.9)

Pokud osy y a z prochézeji t€ziSt€ém prifezu, potom plati U, = 0,
U, = 0. Vztah (7.9) je potom splnén pouze pokud a =0 — (7.8) =

o.(y,z) = E(by + cz)

(7.10)

Dale predpokladame, Ze osy y a z jsou hlavnimi centralnimi osami
kvadratickych momentd, coZ vede k nulovému deviaénimu momentu,
tedy J,. = 0. Nasleduji momentové podminky statické ekvivalence.

10

MyzfaxzdS”:)E b/
(G

(0

Ty

7\

N\

yzdS+c

/

N\

2> dS

(7.11)



— o
MZ:/ayds@) _E b/y2d5+c/yzd8
(0 (0 (0
M
p— 7.12
o (7.12)

Po dosazeni (7.11) a (7.12) do (7.10) obdrzime pro priibéh napéti

M M,
Ux(y7z) = 2

J, "I

Y (7.13)

__ Oz

PrisluSné pretvoreni e, vyplyva z Hookeova zakona - €, = %

ey~ My M
eyz) = — 2 —
TR ST B

Y (7.14)

Def: Pokud nositelka ohybového momentu M, lezi v nékteré
z hlavnich centrélnich os kvadratickych momenta (osiach
symetrie) pak se ohyb nazyva zakladnim ohybem.

Ze vztahu (7.13) a (7.14) vyplyva, ze prosty ohyb je superposici
dvou zakladnich ohybi, coz v dal§im budeme vyuzivat.
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7.2 Poloha neutralni osy pruiezu

Def.: Neutralni osou rozumime geometrické misto bodu pri¢ného
prurezu, kde je normalové napéti o, a pomérné pietvoreni ¢,
nulové.

©
>
Yn 06\),\‘05
y M,
(0 — M, |z,
Mo(x) o\
@®
Z
Vyuzitim vztahu (7.13) dostavame
M M
z\Yny “n :O:_y n o : n
02(Yn, Zn) 7, Y
z M. J J,
t == - 7.15
an o o, . angojz (7.15)

Z relace (7.15) plyne, Ze v obecném pripadé neni poloha neutrdlni osy
totozna s nositelkou ohybového momentu M,,. Shoda nastava pouze ve
dvou pripadech, jak plyne z analyzy rovnice (7.15)

a) J, = J. (prufezy typu kruh, ¢tverec, pravidelné mnohothelniky)
b) tan ¢ = 0, 0o (M, le#{ ve sméru hlavni osy KM y nebo 2)

Neutralni osa déli prirez na ¢ast namahanou na tah a ¢ast namahanou
na tah, coz je velice dilezité u materidll s rozdilnou mezi kluzu resp.
pevnosti v tahu a tlaku jako jsou napf. litina a beton.

V ramci celého prutu vytvari neutralni osy ve vSech priifezech neut-
ralni plochu.
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7.3 Nebezpecéné misto prurezu, pevnostni kontrola

Z rovnice (7.13) vyplyva, ze nebezpecné misto bude na vnéjSim po-
vrchu, tedy tam, kde soufadnice y a z jsou nejveétsi.

* *

(v*,z"%)

f'ly*) = % =" tana (7.16)

Nebezpecné misto s maximalnim napétim je tedy tam, kde ma teCna
obrysu smér rovnobézny s neutralni osou.
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t

* / / / Y/ d
q @ Maximalni tlakové napéti o, . potom

Maximalni tahové napéti o
plynou z rovnice (7.13)

oMy M
max Jy Jz
M M
d Yk Z ok
o —_—Zz - Yy
max Jy JZ

Pevnostni kontrola:

Material ve stavu tvarném (mez kluzu v tahu a tlaku je stejna - o)

mazs || mac |}

max?’

Omar = Max {0

Koeficient bezpecnosti (bezpecnost):

Material ve stavu kifrehkém (meze pevnosti v tahu op; a v tlaku oy
jsou rtizné) - koeficienty bezpecnosti:
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V pfipadé, ze nositelka ohybového momentu M, lezi na neutrdlni ose
je mozné pouzit pro vypocet maximalniho napéti jednodussiho vztahu

y
Mo(X)| @
z
M M, M,
maxr — o0 ex —  J, t
J, Lo W
exr

i M M, M,
mar — o0 ex — J, d
J, Lo W

kde W, je modul prifezu v ohybu.

V ptipadé€ symetrického prirezu (Ctverec, kruh, pravidelné mnohothel-
niky) plati
Wi =Wy =W,

U materidld ve stavu tvarném pii vypoctu bezpecnosti nerozliSujeme
tahové a tlakové napéti. Maximalni ohybové napéti v fezu oznacime

M,
0o(1) = T Eg (7.17)
W, = o (7.18)
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V dalSim se omezime na zdkladni ohyb kolem osy y

Gmax = GO(X)

C)

Maximalni napéti o,(x) v fezu x je rovno

M|z M, My(x)
0'0(37) — Jo o Wy(x)

| zez|

Kde modul priifezu je ur¢en vztahem

Jy

; |Zex|

W,

Koeficient bezpec¢nosti v fezu x vici mezi kluzu je roven

100

d
Zox = Zex

(7.19)

(7.20)



Moduly vybranych prurezi

d4
Kruhovy prifez: Jy =J, = 7T6—4
T4 g T
|/ T IED
2
Mezikruhovy priifez: ST DY wd?
% U0 64 64
Y. )
7 ¢d |¢D J ot
N R 4 4
o Wy=35="75 —32D(D —d')
2 2
Obd¢lnikovy priifez:
1 3
> J, = —bh
12
! h J. bh?
W, = @y =
Z 2
Meziobdélnikovy prufez:
(Jaklhv profil)
: J = ~BH*— Ly
! /b/// Y12 12
4
y o J. 1
4 4 |h |H W =24 = BH? — bh?
g 4 b4 6H ( )
L

Pozor! U slozenych priafezua je nutné konstatovat
Wyeo#Wy0—W,, |
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7.4 Energie napjatosti

Nejprve stanovime energii napjatosti v elementu prutu tloustky dx pri
namdihani prostym ohybem.

dW = /—“”dV— dQ
| < L v
o’ XN
| dr
2 L M z
1 /(My M. > L %
= — — z— y) dSdz = Rk i il
2k Jy J E 74,
Q/} // Gx(y,Z)
Ve MZ
x dx ds |
1| Mo, 2M, M 2
= — | = ds — —7 dS
2F | 2 / : T, 7
M?dx M2 dx
=2 - 7.21
2ET, | 2EJ (721
Pro cely prut plati
MZ(x)
=~ d 7.22
W= / 2EJ 2EJ. (7.22)

v

Energie napjatosti od ohybového momentu MO pii prostém ohybu je
rovna souctu energii napjatosti od slozek M, a M, jako zakladnich
ohybt.

102



7.5 Deformace prutu

Deformace zptusobend ohybovym momentem M, o je ve smyslu platnosti
principu superposice rovna geometrickému souctu deformaci (posuvil)
od zakladnich ohybt A/, a M.. Piislu$né odvozeni provedeme pro z4-
kladni ohyb M, kolem osy y a platnost analogicky rozsifime pro prosty
ohyb.

7.5.1 Diferencialni rovnice prithybové ¢ary

Predpokladame zdkladni ohyb kolem osy y.

dx = R.dQ

—
L ——
<
0

dx z

Pro pomérné pretvoreni €, z definice dostadvame

BB’ zdgp_z

(2) = = = = = 7.23
=) =S5 " Rdp R (7:23)
Pro tutéz veliCinu plati na zdklad¢ (7.14)
M
eo(2) = =2z (7.24)

EJ,
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Porovnani obou vyrazli obdrzime vztah pro kiivost

1 M,

=Y 7.25
R EJ, (7.23)

Kfivost je pfitom vdzana na rovnici prihybové ¢ary w(x) vztahem zna-
mym z analytické geometrie, ktery se pro malé prihyby (w'(z) — 0)
patficné zjednodusi

L _ vz = w"(x) (7.26)

R (14w

Po dosazeni (7.26) do (7.25) dostavame nésledujici relaci

EJuw"(z) = —M,(x) (7.27)

kterd se nazyva diferencialni rovnici prahybové ¢ary.

Znaménko na pravé strané piredchozi rovnice zavisi na pouzitém sou-
fadnicovém systému. V nasSem pfipadé pravoto¢ivého souradnicového
systému s osou z sméiujici dold je tam znaménko minus.

Analogicky pro zakladni ohyb kolem osy z dostdvame

EJ"(z) = —M.(z) (7.28)
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Integraci diferencidlnich rovnic druhého tadu (7.27) a (7.28) ziskame
pruhybové ¢ary w(z) a v(x) pro zdkladni ohyby kolem osy y a z a pro
vektor posuvu u(z) v misté = potom plati

A U (x) = v(x) .TJr w(x) k (7.29)

c

Pokud ptisobi na prut silova soustava nebo jde o prut po tsecich neho-
mogenni, potom musime zv1ast formulovat diferencidlni rovnici prihy-
bové Cary pro kazdy usek, ve kterém je ohybovy moment (jako ma-
tematicka funkce) popsan jednim matematickym vyrazem. Integraéni
konstanty se potom urcuji na zakladé okrajovych podminek pro cely
prut a podminek spojitosti posuvi a natoceni na hranicich piislusnych

usekd.
F ~m_
1 w I 111
N X
i =2
@
X1 X2 X3
5 —_— _—
EJw"(x,) = —M,(z1) = w(x) = ...+ Crxy + Cy
EJaw" (xy) = —M,(x9) = w(xg) = ...+ Csxe+ Cy
EJaw" (xs) = —M,(x3) = w(xs) = ...+ Csxz+ Cq
OKRAJOVE PODMINKY
r1=0 wlx)=0 ; x3=0 w(x3)=0
PODMINKY SPOJITOSTI

Ty =2y W(ry)=w'(ry) wxy)=w(xs)

To =13 W(ry)=w(r3) w(T2)=



Demonstracni priklad:

Stanovte rovnici prihybové ¢ary u prutu dle obrazku.

///q M,(x)
Y V.V V V V VYV VYV — FFl'T(X)
Fa X 77 //'/: i F//: o x
Z
] 9
Fi=Fy=2L M,(z) = Faz — 2
2 2
" ql qxz
EJuw"(z) = —M,(z) = —5 Tt
" ql 2 QCU3
EJw' (x)=——2"+—+C
4 6
EJ " (z) = —q—lx3+q—ﬁ+cx+0
y 12 24 1 ’

Integracni konstanty stanovime z okrajovych podminek

r=0;w0)=0= Cy=0

ql* | ql’ ql’
—lwl)=0 = 0=-L 1L Loy _ 1
T > w(l) = 12+24+C'1 = O o
1 qlz®  qx*  ql?
w@%_E@(_12%_M_%Ma7

1 qla®>  qx®  ql?
/ e — —_
1M@—E%< P 6 T
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7.5.2 Deformace prutu pomoci Castiglianovy véty

Postup ukdZeme na demonstra¢nim piikladu. Ukolem je stanovit svisly
prihyb wr v misté plisobeni sily /' u nosniku dle obrazku.

2a a F
FAx A B y X
i, i X5 }:WF
Fa, Fs
VA

Vychédzime z obecné Castiglianovy véty, kam dosadime vztah pro de-
formacni energii pfi prostém ohybu. Pfi matematické upravé vztahu
posuneme parcialni derivaci za integra¢ni znaménko a vyraz M;(yc)
derivujeme jako sloZenou funkci.

Wk

oW 0 /Mj(x) dr [ M,(z) OM,

_ _ _ y
~9F O0F) 2EJ, Eg, or &0 50

v v

V dal$im je nutné stanovit M, (z) jako funkci vnéjsiho zatizeni. U
télesa vazaného je zapotrebi urcit stykové vyslednice. V pripadé ulohy
staticky neurCité je nezbytné nejprve statickou neurcitost fesit.

Staticky rozbor, podminky statické rovnovahy pro uplné uvolnéni z
vazeb:

u=3 ; v=3 ; s=pu—v=3—-—3=0
Y F, : Fay =0

SSE. : Fou+Fg—F =0

F
D> Mg Fa-20+F-a=0 = Fi=—3
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Stanoveni My ve dvou udsecich

ZMR .
Mv<xﬂ>> My(z1) — Fazx1 =0
1)

My(£131) = Fp.11 = —§ Iy

ZMR:

M) My($2> + FZIZ’Q =0
T( :
Xo My(332> = —FQZQ

Vypocet svislého posunuti wp

M, (z) OM, M, (1) M, M, (z3) OM,
EJ, oF 7 ) Ea@) oF ) Bl () oF ¢
8 Y Y

2a

1 F I r FCL3
0

0

Uhel natoceni v misté plisobeni silové dvojice M je dan vztahem

oW 0 [ Mj(x)dr M,(z) OM,
= — — . 1
MT9M T oM | 2EJ,(z) Eg, om & B

gl o]
Pozn: Pokud mame stanovit posunuti v misté, kde neptsobi osaméla

sila, resp. thel natoc¢eni v misté, kde neptisobi silova dvojice, zavadime
do tohoto mista veliCiny doplikové Fy, resp. M,. Stykové vyslednice
1 ohybovy moment M, se pocitaji s uvazovanim téchto velicin. Pred
findlni integraci se doplikové veliCiny polozi rovny nule, tedy F; = 0,
resp. My = 0.
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7.6 Vliv odchylek od pripadu prostého ohybu na napjatost a deformaci

7.6.1 Zména pruiezu podél stiednice

a) spojita zména prurezu

O
M My(x) 2 % M,

dsS
ZEE; 07—7bdx:0

1 dS
T=—0—

20 dx

V pfi¢ném priifezu vznikd smykové napéti 7, coz je porusenim tahové
napjatosti pri prostém ohybu.V dalSim predpokladdme, ze jeho velikost
je mald a smykové napéti potom miiZzeme zanedbat. Ohybové napéti
v krajnim vldknu se potom pocitd dle vztahu odvozeného pro prosty
(zakladni) ohyb

oo(x) = (7.32)
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b) skokova zména pruiezu

V misté vrubu vznika prostorova napjatost a dochazi zde ke koncentraci
napéti. VIiv vrubu na napjatost vyjadiujeme smluvné pomoci soucini-

tele koncentrace napéti a.

s [

#d X

Ohybové (nomindlni) napéti o se pocitd podle vztahu odvozeného pro

zéakladni ohyb

M,(z) _ 32M,(x)

oo(x) =
Maximalni (smluvni) napéti o,,,, je rovno

Omaz(T) = aog(x)

a bezpecnost vii¢i mezi kluzu potom

W, (z) d?

(7.33)

(7.34)

Pozn: Modul priifezu W, se pocita vZdy pro mensi priiez v misté
vrubu. Vliv vrubu na napjatost a bezpecnost je nutné vidy uvazo-

vat.

110



7.6.2 Vliv pri¢ného silového zatiZeni prutu

Pro jednoduchost uvazujeme prut zatizeny tfemi osamélymi silami
ptsobicimi kolmo k podélné ose prutu

i:>1 i:>2 i:>3
Fa, A B

11N m”_,
Fa, Fa
Fq
Q My(x)
<
- — — - iT(X)
Fa, X
T F
) |F..
T||T |F
> Fs

M| |m,+dm,

7. podminky rovnovahy uvolnéného prvku prutu €}y vyplyva, ze v fezu
x pusobi posouvajici sila T', ktera zplisobi smykové napéti .

Nasim cilem je stanovit jeho pribéh po prifezu. V dal$im se omezime
na prurezy, které maji jednu osu symetrie, v které ptisobi posouvajici
sila T
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/
N S
\
|
M, //I/ RO M,+dM,
' z
0=Th Th / \ pd .
T / \
Tt ﬂ TZX /
/ Txz
YN < : Yy 2 éN
ds dQ1 T \|]1
Z y'
X dx

Jelikoz vnéjsi povrch prutu neni zatizen je hodnota smykového napéti
7/ rovna nule. Potom podle véty o sdruZenosti smykovych napéti je i
kolmé napéti 7,, pisobici v fezu nulové. Z té€chto ditvodii ma smykové
napcti 7 na obrysu smér teCny profilu.

Predpoklady plynouci
z praktickych poznatkd:

- svislé slozky smykovych napéti 7., v b(z)

mistech priifezu se stejnou souradnici z y

jsou stejné Ty y B
T\ [ty | @5

- nositelky smykovych napéti ve vSech T T

mistech se stejnou soufadnici z se ~

protinaji v polu P na ose symet- X

rie P

Pro smykové napéti 7(y, z) tedy plati

T2 (2)
oS ¥

T(y, 2) = (7.35)
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Podminka silové rovnovahy pro elementarni prvek d{);

Y Fo: N'= N —7,b(z)dz =0

M, +dM M.
/ v yZ/dS—/—yZ/dS—Tmb(Z)dZE—O
Jy Jy
(03} 1

SEUNz)  TUY(2)
b(z)J,  b(2)J,

(7.36)

T:EZ(Z) = sz(z) —

Predchozi vztah se v literatuie Casto nazyva Zuravského vzorec.

Z hlediska pevnostni kontroly je dilezitd maximalni hodnota smyko-
vého napéti 7,,,., ktera se stanovi z podminky extrému ?1_2 = 0.

Je mozné odvodit, Ze u prifezd, u kterych je te¢na v misté priseciku
obrysu s neutrdlni osou y rovnobézna s osou symetrie je maximalni
smykové napéti v tomto priseciku.
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Demonstracni priklad:

Stanovte pritbéh smykového napéti u obdélnikového prirezu

T TmaX
LD
v ()
\l’1//
Z
b
N E Y,
h 1 /h b [ h?
1 _ - R S R
Uy(z) b<2 z) 2(2—|—z> 2(4 z)
1 3
Jy—ﬁbh

Ter(2) =T = = =

2
TUN(z) T3 (hz — 22) 6T (B,
bJ, b 1—12bh3 bh3
Priibéh napéti je parabolicky.
Maximalni smykové napéti je v mistech na neutralni ose
3 _
=7
2

3
TmQIZT(Z:O)Z——:i

Maximalni napéti 7,,,, je 1,5 krat vétsi nez primérné nomindlni smy-
kové napéti T v priifezu.
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U béznych stihlych pruti je velikost smykového napéti ve srovnani s
ohybovym napétim zanedbatelnd. Mimoto byva maximalni smykové
napéti na neutralné ose, kde je ohybové napéti nulové.

Smykové napéti nesmime zanedbat u nosnikli extrémné kratkych, kde
je velikd posouvajici sila 7" a maly ohybovy moment M. Zde je nutné
ulohu pocitat jako kombinované namdhani (jde o rovinnou napjatost)

s redukovanym napétim o,y = v o2 + 472,

Déle musime smykové napéti uvazit u Stihlych valcovanych profili v
mistech pfechodu pasnice do stojiny, kde je skokové navySeni smy-
kového napéti z divodu signifikantni redukce tloustky a kde navic
pusobi i zna¢né ohybové napéti o. I zde jde o kombinované namahani
a rovinnou napjatost.

.
My
Y T(2) o(z) =7 z
! y
|
y M |
i b2 Zo
 Z
A N
D1 T o
q
_TUy(=) _ TUy(=)
() = b, Tz2) = b,

Na hranici pasnice a stojiny je skok by — by = skok v priibéhu 7
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Energie napjatosti od posouvajici sily T

. « . . . . T
Vyjdeme z mérné energie smykové napjatosti A\, = —

dQ

O %

AT

/ ;K«cp
dQ, (dV4)
P

y4

Energie napjatosti v elementarnim prvku

z 2(1+p)
s

T2 1 TU,(?)

Uy(z) 25dS T2 dx
T —
2G (cos © b(z)Jy> S dz =By 2GS

Pro tvarovy soucinitel pii¢ného priifezu 3, plati

e ¢/ (i) 59

Energie napjatosti celého prutu je ur¢ena vztahem

T? dz
-
v

2GS
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p
> dS dz =

(7.37)

(7.38)
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Smykové napéti u tenkosténnych symetrickych profili

Element tenkosténného profilu je zatizen posouvajicimi silami a ohy-

bovymi momenty plisobicimi v pfi¢nych fezech

Smykové napéti 7 ma smér teCny stfednice prifezu. Vzhledem k malé
tloustce h predpokladame, Ze T je v daném misté stiednice po tlou-

St’ce konstantni. Podminka silové rovnovéhy:

. F, : N+7hdx — N"=0

/adS+7hdaz—/(a+da)dS:O

(3] (]
M, 2 M dM.
/ yzdS+7hdx—/( v T IMy) i gs g
‘]y Jy
(3] (5]

dM dM, Ut TUY(2)
hdr=—2 [ 2/ dS — Y ¥ __ ¥
e / : "= L T Tha,

Y1
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Smykové napéti u tenkosténnych nesymetrickych profili

Zamétime svoji pozornost na tenkosténny valcovany profil, ktery je
zatizeny osamélou silou F ptisobici v hlavni centralni ose kvadratickych
momentu z, kterd neni osou symetrie prifezu

)
%/

M,+dM,

/
%

-
7
'T/é
;

|
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V misté x vyjmeme element d{) o délce dx, ktery zatiZime pftislus-
nymi slozkami VVU, konkrétné posouvajici silou 7'(x) a ohybovym
momentem M, (x), resp. T'(z) a M, (x) + dM,(x)

/

—E

c| < = y
S My (x) B !
T
z Tya(X) > . G+dC
RN » |
Txy(X J
- z Fp E /i%;x(x)
T 4 40
Txz(X) //;’ 1
o

Posouvajici sila T'(x) vyvola v pasnici a ve stojiné smykova napéti 7.,
jejichZ priibéh je popsan jiz odvozenym Zuravského vztahem (7.35).

Pasnice:
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Stojina:

Tp2(2) = b, —
T [(R* = hD)b+ (h — 42°)b
_ [( 1)b+ (i z) 1] (7.42)
8b1J,
Vysledna svisld sila ve stojin€ Fs je rovna
m
2
Fg = / Te2(2)by dz =
h
2
r by ()’ h\’
= W= h2bhy + 030 — — [ (=) — (= _
8by.J, ( Vb Riby = = | | 3 2
T 2
=37, [(h2 — hi)bhy + gblh?] (7.43)

Je mozné snadno dokézat, Ze vyraz v zavorce je mozné nasledovné
zjednodusit

2
(h* — h3)bh + gblhi’ = 8J, (7.44)

Po zpétném dosazeni do (46) dostavame pro silu ve stojiné F velice
jednoduchy vztah (48)

Fo=T (7.45)

ktery fikd, Ze stojina v podstaté prenasi celou posouvajici silu 7'(x).
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V pésnici vznikd rovn€Z smykové napéti 7, které€ vyplyva z podminky
silové rovnovéahy elementu d{); ve sméru osy x. Analogicky zde pou-
zijeme vztah (7.40), ktery byl odvozen pro symetricky tenkosténny
profil

rus Tetd(5+Y)

Try(§) = tJ, tJ,

_ T(h+ hy)
=1 3 (7.46)

Vyslednd vodorovna sila v pasnici je dana nasledujicim integralem

b b
T(h+ hy)
Fp—()/@y(g) ds = /Txyt dg—O/ ) te d¢ =

h  hy\ b T
A (§‘§>§ﬁ<h2—@ v a4
()

T
4J

Stejné velik4 sila I}, ale opacného sméru pusobi i v horni pasnici.

Silovymi vyslednicemi vnitinich smykovych napéti u nesymetrickych
prifezu je svisld sila F; plisobici ve stojin€ a silovd dvojice sil £, které
pusobi v pasnicich. Ze statiky je znamo, Ze takovou silovou soustavu je
mozné nahradit jedinou osamélou silou, ktera ptisobi v bod¢ priifezu .5,
ktery nazyvame tzv. stfedem smyku. Jeho poloha se ur¢i z momentové
podminky rovnovéahy vzhledem k bodu B na stojiné

1
> Mjg Te = Fse = F, 5 (h+h)

121



€

A 1
=7 o7 (B =) B S (hs o) =
Y

(B2 — h2)(h+ hy) b?
32J,

Def.: Stfredem smyku rozumime misto pri¢éného prurezu nesyme-
trického prutu, kde jedinou vyslednici vnitinich smykovych sil ze
smykovych napéti je osaméla sila velikosti posouvajici sily T'(x).

Pokud je nosnik zatizen vnéjSimi silami tak, Ze posouvajici sila nepro-
chazi stredem smyku, potom navic dochdzi ke krouceni prirezu.

O\

122



7.6.3 Vliv zakriveni strednice

Zaméiime se na pripad prismatick€ho prutu, ktery spliuje nasledujici
pracovni predpoklady:

— plati obecné prutové predpoklady,

— stfednice prutu je rovinna kiivka,

— priifez mé jednu osu symetrie, kterd lezi v roviné stfednice,
— jedinou slozkou VVU je ohybovy moment M,

— pric¢ny prifez se nataci jako rovina kolem neutralni osy, kterd neni
totoZnd s hlavni osou centralnich kvadratickych momentt priifezu.

2
M, Ad@ M,
M e
yT y T e
M, / \ n.osa
T i \
dS—7
On(z) 1
do
R
r r
p p z

Pomérné pietvoreni €, vlakna v misté z je podle definice rovno

BB - ad d
o(z) = o2 = 2290 2 (7.48)
AB pdp (r—z)dp

S ohledem na tahovou jednoosou napjatost dostivame pro pri¢né pre-
tvofeni €,,¢, a normalové napéti o, nasledujici relace

gy(2) = €.(2) = —pen(2) (7.49)
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Ez adp Ez ady
7al2) = Ben(z) pdp  (r—=z)dy

(7.50)

Z predchoziho vztahu plyne, Ze prubéh normalového napéti o, je u
krivého prutu hyperbolicky v porovnani s pifimkovym pribéhem
pri prostém zakladnim ohybu. Zatim nezndmy polomér kiivosti ne-
utrdlniho vldkna 7 a uhel natoCeni fezu Ady stanovime na zikladé
podminek statické ekvivalence v fezu.

Silova podminka statické ekvivalence ve sméru normdly fezu

Y F, /adadszsz (7.51)

(8

Po dosazeni vztahu (7.50) pro prubéh napéti do rovnice (7.51) obdrZime

E ad
Awfédszo
dy p

v

Predchozi rovnice je splnéna, plati-li

/fdszo (7.52)
/v

Matematickou upravou ziskdme vztah pro polomér kiivosti r neutral-
niho vldkna

_ 1 -
p p p
(G (G (0 (G
r:i (7.53)

124



Momentova podminka statické ekvivalence:

ZM / 2)zdS = M, (7.54)

(8

Opét vyuzijeme vztahu (7.50) pro prabéh napéti, ktery dosadime do
(7.54) a pouzijeme formdlni dpravu z? = z(r — p)

E Ad*” / © S =M, (7.55)

B ady T/EdS—/zdS = M,
(0

dy p
\ 2/} -
r0 — (—Se)
Eade M,
= 7.56
dy Se (7.56)

Po zpétném dosazeni (7.56) do vztahu (7.50) dostaneme findln{ relaci
pro stanoveni prabéhu normalového napéti v pii¢ném prirezu
M,z _ M,z

Sep  Se(r — z)

on(2) = (7.57)

Formélni upravou vztahu (7.56) dostaneme relaci pro uhel natoceni
Adep

M,dy  M,ds
ESe  ESeR

adp = (7.58)
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Priibéh napéti o,, v priifezu stanoveny dle (7.57) je zndzornén na né-
sledujicim obrazku

M, h,
o1 =
! SeR1
o My(_h2)
. 2 S@RQ
n o1 _ I f
09 hg R1

Extrémni tahova a tla-
kova napéti jsou v mis-
tech 1 a 2 na povrchu
prutu.

Pevnostni kontrola u materidlu ve stavu kiehkém se provadi zvlast
v tahové a zvlast' v tlakové oblasti

O Rt

kpe=—  kpa=— (7.59)
01 |02
A stanovi se minimalni bezpec¢nost v fezu
kr() = min{krs, kra} (7.60)

U materidlu ve stavu tvarném se vychdazi z maximalni absolutni hodnoty
ohybového napéti v fezu

Omar — MaX {0_17 ’0-2‘} (761)
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A bezpecnost v fezu je rovna

kre(p) = & (7.62)

Jmax

V obou piipadech se uréi minimalni bezpec¢nost k,,;, v fezech podél
stfednice, kterd musi byt vétsi neZ bezpecnost doporucena kp.

kmin = min{kg(p),resp. kr(p)} = kp (7.63)

Vznik radialniho napéti

Dvéma symetrickymi fezy uvolnime element df2 a z ného vilcovym
rezem subelement d{2;

dQ);

Z levé a pravé strany plisobi na subelement d{2; normalova sila N jako
vyslednice ohybovych napéti o(z') pisobicich na podprifez ;.

B , B M,
N = /U(Z)dS = / Selr — 2 ds (7.64)
(& (&
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Naésledné formulujeme podminku silové rovnovahy v radidlnim sméru

ZF 2Nsm——ar,0dgpb( ) =10

Ny

= dy

=7
o = ! N = ! /J(Z’)dS (7.65)
T pb(z) pb(z) |

V disledku zakfiveni stfednice vznikd u prutu radialni normalové
napéti o, coz je porusenim predpokladu o prutové napjatosti. Ze
vztahu (7.64) vyplyva, Ze velikost radidlniho napéti o, klesa s ristem
poloméru kiivosti vladkna p. Ddle predpoklddame, ze polomér kiivosti
R a tedy 1 obecné poloméry p jsou dostatecné veliké, abychom mohli
radialni napéti o, vii¢i ohybovému napéti zanedbat (o, < o).
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Energie napjatosti u zakriveného prutu.

Energii napjatosti dIW v elementu prutu df2 stanovime na zédklad¢ ele-
mentdrni prace dA vnéjsich sil pusobicich na element, tj. piisluSnych
slozek VVU, v naSem pripadé norméalové sily N a ohybového mo-
mentu M. Pfedpokladdme, Ze levy fez jest zdrovefi rovinou symetrie
prutu, coZ znamena, Ze se neposouva ani nenataci. Praci tedy vykona-
vaji pouze N a M, které plsobi v pravém fezu. Element d{ nejprve
zatiZime M, a nasledné¢ N

do—__|

1 1
dW:dA:éMyAdQOM—FéNAdSN—MyAdQON:

1 M de . N?ds M, adsy
2 FESe ES R

B M? ds N N%?ds M,N ds
 29ESRe 2ES ESR

(7.66)
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Pro energii napjatosti celého zakfiveného prutu dostdvdme potom né-
sledujici vztah

s)ds [ N*(s M, (s)N(s) ds
W= / QESRe 2ES / ESR (7.67)

Prut slabé zakriveny

U prutu slabé zakiiveného je maximélni pfi¢ny rozmér h znacné me-

n§i neZ polomér kfivosti stiednice R (h < R), obvykle % < L. P

odvozeni vyjdeme z rovnice (7.55) o
E Adcp / . ds = M,(s)
Pro tenky prut plati
p=R (7.68)

Dosazenim do predchoziho vztahu dostavame po algebraické tpravé
relaci

Eady M,
= 7.69
Rdy Jy (7.69)
pomoci které upravime vztah pro normalové napéti (7.50)
M
o(z) = Muls) (7.70)
Jy

Priibéh normdlového napéti po priifezu je potom prakticky linearni a
tedy stejny jako u prostého zakladniho ohybu. Neutralni osa splyva s
hlavni centralni osou kvadratickych moment y.
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Chyba v maximalnim ohybovém napéti Ao, kterou se u kruhového

rifezu u prutu s % = L dopoustime je 8,2%, viz nésleduiici obr.
R 5

Z analogie se zdkladnim ohybem plyne i pfislusna ohybova energie. U
slabé zaktivenych pruti je prirastek thlu natoceni Ady y od normalové
sily N zanedbatelny a tfeti ¢len v rovnici (7.67) tedy odpada. Energie
napjatosti u slabé zaktiveného prutu je s uvazenim vztahu (7.67) a vlivu
posouvajici sily 7' rovna

W= / 2EJ QES 6/ QGS (7.71)

Pomoci Castiglianovy véty je potom moZzné vypocitat posuv up ve
sméru osamelé sily F' resp. thel natoCeni Ap); zplisobeny silovou
dvojici M

[ My(s) 0My ) Ny
Up = / EJ, oF %t ES oF GS GF ds (7.72)
Y Y
[ My(s) oM, 5)ONy
APy —/ EJ, o8 9T ES anr ¢ GS qirds  (1.73)
Y

V ptipadé¢, Ze chceme Vypoc1tat posunuti, resp. uhel natoceni v mistech,
kde neni osaméla sila resp. silova dvojice, zavedeme tam veliCiny
doplnkové Fj resp. M, , které na konci vypoctu polozime rovny nule.
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7.7 Namahani na ohyb, praktické aplikace

Nasim cilem je napjatostni, deformacni a pevnostni analyza prutl s
dominantnim nam4hinim na ohyb. Omezime se pfitom na rovinné pri-
pady, kdy stfednice prutu lezi v roviné nakresu x, z. V té€Ze roviné
toru VVU v obecném misté s je ohybovy moment M, (s). Pficemz s
muze byt soufadnice x resp. z u pruti pfimych ¢i v pfimych tsecich
obecnych pruti, u kiivych prutii pak kiivocara souradnice s, pfipadné
polarni uhel .

Piipad volnych prutii je v praxi vyjimec¢ny a tak se zaméfime na pruty
vazané, kde musime nejprve stanovit stykové vyslednice. Vychazime
pfitom z obecného algoritmu uvedeného v kap. 5.2. Z diuvodu za-
chovani spojitosti vykladu si zde stru¢né pripomeneme jeho zdkladni
kroky.

Prut uvolnime z vazeb, které nahradime staticky ekvivalentnimi styko-
vymi vyslednicemi (reakcemi). Provedeme staticky rozbor ulohy.

U prutu staticky urcitych stanovime stykové vyslednice z podminek
statické rovnovahy. Déle postupujeme jako u pruti volnych. Slozky
VVU stanovime na zakladé podminek statické rovnovahy uvolnénych
prvkil prutu. V piipadé€ otevienych pruti jde o dlohu staticky urcitou.

U pruti staticky neurcitych formulujeme k podminkam statické rov-
novahy stykové deformacni podminky pro ¢asteCné uvolnény prut,
uvolnény na uroven ulohy formalné staticky urcit€. Deformacni pod-
minky v uvolnénych vazbach pak feSime nékterou z metod pro stano-
veni deformace prutu, zejména pomoci Castiglianovy véty. Obdrzime
soustavu linedrnich rovnic, ze které vypocteme stykové vyslednice v
castecné uvolnénych vazbach . Zbyvajici stykové vyslednice, pokud
jsou zapotiebi, stanovime z podminek statické rovnovahy celého prutu.
Slozky VVU a nasledné napétovou, deformacni a pevnostni analyzu
potom provadime jako u prutl volnych.
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Typy vazbovych deformac¢nich podminek:

a) homogenni deformacni podminka

. 4 I 4 W 14 a
Uloha a Uplné uvolnéni: p
7 4
ZIA B
T :
SRAVN 7
Fa, Fs
V4
Staticky rozbor: u=4 v=3 s=1
Uloha je 1x staticky neuréita. q
X /4 W /4 4 14 2 /
Castecn¢ uvolnéni: 7
I —
Z
Fs
/ v e e aW
Vazbova deformacni podminka: wp =0 wp = ———
0Fp
b) nehomogenni deformac¢ni podminka
Pripad montazni viile _ .
Z 7
ZIA B X
, o Ay -
Uloha a aplné uvolnéni: 4> Ma
Fa, i
z Fs

Staticky rozbor i ¢astecné uvolnéni jsou stejné€ jako u ptipadu a).

Vazbovi deformacni podminka:

oW

= A = ——
wp wp aFB

Pozn: Znaménko minus pfed Castiglianovou vétou je tu z toho divodu,
Ze posuv A se déje proti smyslu plisobeni stykové sily F.
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et}

Pripad montazniho presahu

z
7 4
ZL B
T AR
¢ , . <« s y TIRTT
Uloha a GpIné uvolnéni: 5> Ma .
Fa,
z
Staticky rozbor i ¢astecné uvolnéni jsou stejné jako u piipadu a).
Vazbova deformacni podminka:
A ow
wp — — wp — ——
0Fp
¢) silové zavisla vazbova deformacni podminka
Uloha a uplné uvolnéni: q
7|
2 7
e
ZA B

Fa

X

\
<
-
W

\
v
<
>

T
Staticky rozbor 1 ¢astecné uvolnéni jsou stejné jako u piipadu a).

Vazbova deformacni podminka:

ow

wB:cFB wB:_E

V dalSim se postupné zaméfime na néasledujici kategorie pruti:

1) Pruty piimé

2) Pruty lomené (ramy)
3) Pruty zaktivené

4) Pruty smiSené

134




7.7.1 Pruty primé - demonstraéni priklady

Pf.1: Navrhnéte pficné rozméry obdélnikového priifezu a stanovte
svisly prithyb a dhel natoceni v misté C' u prutu dle obrazku:

2a a F
79 N s[4 o~
S5  Jw "F\ T N
z My(x2)
I m h
Z
F =10*N,a = 1 m, % — 0,5 u obdélnikového prifezu, mez

kluzu o = 350 MPa, bezp. kg = 2, modul pruznosti v tahu £ =
2,1-10° MPa

Pozn: Vzhledem k tomu, Ze mame také stanovit ihel natoceni v misté
D, kde neptisobi silovd dvojice, zavedeme do tohoto mista jiZ na
pocatku vypoctu velic¢inu dopliikovy moment M.

Staticky rozbor pro uplné€ uvolnéné téleso:

@=3 v =3 s=pu—v=3—-3=0

Uloha je staticky ur¢ita.

Podminky silové rovnovahy a stykové vyslednice:

ZFx - Fp, =0

1
ZFZ . —Fy, —Fp+F=0= Fy,=—-F—-—-

3 M
ZMA c Fg-2a—F-3a— M;=0 = FB:§F—|—2—d
a
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Priibéhy ohybovych momentt v usecich I a II

1 M
My(.flﬁl) = FASIZl = —§F£U1 — 2—; 1

My(SCQ) = —FCCQ — Md

Grafické znazornéni prubéhu ohybovych momentt M, (z)

My(x) I II

@ Mmax

Maximalni ohybovy moment:
Mpae = max {|M,(z)|} = Fa = 10* Nm

Pevnostni navrh pri¢ného prifezu:

M OK 1 1
00 mar = —— — W, =-bh?=—hn°
. W, kg 6 12
12Mmax . OK
h3 kg

- \3/12Mmka _ {5/12 101102 %9 mm
OK 350 7

b=0,5h =44,1 mm

Kvadraticky moment prifezu:

1 1
Jy:Ebh?’:E-44,1-88,23:2,522-106mm4
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Stanoveni svislého prihybu v misté¢ C' pomoci Castiglianovy véty:

_OW [ My(x) OM,
-~ OF ) EJ, OF

v

we

a

M,(zx1) OM,(2»)

2a
1 0
= E—Jy /My(fﬁl) T OF dz; + /My(352) T OF dzy | =
0 0

1 1 M, 1
- _Fp, — ¢ _Z d
EJ, /( 2" T o, xl) ( 9 x1> Tt

1 Fx? 2a+ Fa3]” _Fa3 2+1 B
- EJ,\ |12 ], 3 1,) EJ, \3 3/

Fa* 10* - 107
EJ, 2,1-105-2,522- 109

= 18,9 mm
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Stanoveni thlu natoceni v misté¢ C' pomoci Castiglianovy véty:

7 Fa? 7-10%- 106
_ L2 — 0,132 rad
6 BJ, 2,1-10°-2,522-106 ¢
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Pi.2: Provedte pevnostni kontrolu prismatického prutu znazornéného
na obrazku.

II I
2a a B = 60 [mm]
2 q § l\/lysxz) M,(x1)
2A an /AT(X1) B X 8
FAX y ..... = i —  — =5 ; y ‘;
<> Ma \ T(x2) \ 77 5 T
F Fs
z " X1
X2 z 5

q = 10 Nm~!, ¢ = 1 m, mez kluzu o5 = 400 MPa, dovolen4 bezpec-
nost kp = 2

Staticky rozbor pro tplné uvolnéné téleso:

=4 v=23 s=pu—v=4—-3=1

Uloha je jedenkrit staticky neur¢ita.

Podminky statické rovnovahy pro uplné uvolnény prut

ZFI . Fu, =0
ZFZ . Fu. + Fg —2ga = 0

> My : Fg-3a—2qa” + My =0
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Vv

Caste¢né uvolnény prut

<\

AR NE NN

Deformacni podminka pro uvolnénou vazbu

w oW =0
B oF,

Pribéhy ohybovych momentli M, a posouvajicich sil 7' v usecich I a
11

My(a’,’l) = FBxl T(Clj‘l) = —FB

(3 — a)’

M,(x9) = Fpxo — q 5

T(x9) = —Fp+q(x2 — a)
Pozn: Energie napjatosti W a tedy pfi ohybovém naméhani i ohybovy
moment M, musi byt matematicky vyjadfeny jako funkce vnéjsiho za-
tizeni (zde q) a stykové vyslednice v uvolnéné vazbé (zde F'z). Pokud
tomu tak neni, je zapotfebi vztahy pro M, do nélezit€ho stavu privést
vyuzitim podminek statické rovnovahy.

Resen{ deformaé¢ni podminky pomoci Castiglidnovy véty

oW

P oy,
1| OM, () | M, ()
|| M M, ( —
EJ, / ) =5, / w2) =5, dr2) =0
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y 2
To —a
/(F3x1)$1 dz; + / [Fsz —q % T2 dzg =0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznamou, kterou je Fz.

Po vyjadfeni integrala v predchozi rovnici a algebraické tpravé dosta-
vame pro I'p
10

Fp=—qa=0,3704-10' N
B 27(]& )

Priibéh ohybovych momenti M, (x) a posouvajicich sil T'(x) je dan
diive uvedenymi vztahy po dosazeni 'z, coZ zndzornime graficky

2_ ................. -K-
z N
< Xo = 3a

T(x)

FAz\
A
Fs
X2,ex
My(x)
/ My(X2,ex)
My(3a) /
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Z prubéhu je ziejmé, Ze maximdlni ohybovy moment M, ,,,, miiZe byt
bud' v misté x9 ., lokdlniho extrému, kde je posouvajici sila 7" nulova
nebo v misté vetknuti x5 = 3a. Tyto hodnoty je nutné vypocitat

T(x2,ex) = —Fp+ Q(«xZ,eaz - CL) =0

Fp 10qa 37
exr — —— = _ — — 1, 3704
o, . +a 274 +a 5 a m

My(xQ,eil?) - FBxQ,ex - g(mQ,ex — a)2 =

10
= 10,3704 - 10* - 1, 3704 — 7(1, 3704 — 1)* = 0,4390 - 10* Nm

M,(xy =3a) = Fp - 3a — g(Sa —a)’ =

104
—0,3704 - 10* - 3 — 7(3 — 1) = —0,8888 - 10* Nm

My pnar = max{ M, (zo.c.), |M,(zs = 3a)|} = 0,8888 - 10" Nm
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Pevnostni kontrola:

Kvadraticky moment prafezu:

1 1 1
J, = —BH? — — bh® = —(60-120°> — 50 - 110%) = 3,094 - 10° mm"*
D 12 B ) =3, mm
Modul priifezu:
J, 3,094 -10° L s
Wy:§: o0 = 5,157 - 10" mm

Maximalni ohybové napéti o, ;4.

My e —0,88388-10 - 10?

o,maxr — = 172, 3 MP
%, W, 5,157 - 101 y
Bezpecnost
OK 400
ki = = =2,32 > kp=2
N g 172,37 o

Prut pevnostné vyhovuje.
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Pf.3: Provedte pevnostni kontrolu prismatického prutu znazornéného
na obrazku.

50
a a a
R /.,
T(x) T y (xa)
Fax A 2\ (XS)\ B /‘ Cl x T
y
E 1 / 7 i \ TTHTT 5
z <
2 [Mxe) Mixa) TP Mypxa) | |Fe 5 2
X3
] 270
z 5

M = 8000 Nm, a = 1 m, mez kluzu o = 400 MPa, dovolena bezpec-
nost kp = 2

Staticky rozbor pro tplné uvolnéné téleso:

@ =4 v=3 s=pup—v=4—-3=1

Uloha je jedenkrit staticky neurcita.

Podminky statické rovnovahy pro uplné uvolnény prut
Y Fp: Fap=0
Y F. i Fo+Fg+Fo=0

ZMB c Fy - 2a+ M —Fo-a=0

F M
FAz:_C__
2 2a
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Vv

Caste¢né uvolnény prut

" 777770 T
y Fc

Deformacni podminka pro uvolnénou vazbu

w oW =0
B~ oF,

Prubéhy ohybovych momentt M, podél prutu

My(SCl) = Fcilﬁl

Fe M
My(«fz) = Fp.x9 = 7362 — % 45)
F M
My(z3) = Faxg+ M = —Sa5 — — a5+ M
2 2a
Pozn: V souladu se zatizenim a realizovanym casteCnym uvolnénim
bylo nutné vyjadfit ohybovy moment ve tvaru M, (M, F-). K tomu

byla vyuzita momentova podminka statické rovnovahy.

Resen{ deforma¢ni podminky pomoci Castiglidnovy véty

— M, ( Y da+
Y= Bk, EJ / () aFO ”1

a

2a
oM, oM,
+/M()8FC /M:L’g 8ch =0

0
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h h FO X2
F fo o, oM o) %2y
/( C$1)$1d$1+/<2 o ” x2) 5 To+
0 0

2a

F C M T3
+ —v3——ax3+ M| —dzs3=0
/ ( 2 02 > 2

a
Tato rovnice obsahuje jedinou neznamou, kterou je F.
Po vyjadfeni integrala v pfedchozi rovnici a algebraické tpravé dosta-
vame pro I

M 8000

e = — 667N
12 12-1

Feo =

Priibéh ohybovych momentt M, (x) je dan dfive uvedenymi vztahy, do
kterych dosadime F'5. Zndzornéno graficky

—
M

....... _____Q____Q

A 7AN

1nn Y 7
e

MV(X)‘ 3666 \ 667
4334

Z prubéhu je zfejmé, Ze maximdlni ohybovy moment M), . je v misté
29 = a. Jeho hodnota je rovna

My oz = 4334 Nm
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Pevnostni kontrola:

Kvadraticky moment prafezu:

1 1
Jyzﬁ5o-1003—2ﬁ22,5-903: 1,433 - 10° mm*

Modul prifezu:

J,  1,433-10°

50

<

W, = = 2,866 - 10* mm”®

w|:|

Maximalni ohybové napéti o, ;4.

My e 4334 - 10°

o,mar — = = 151,2MP
7o W, 2,866 104 y
Bezpecnost
OK 400
ki = = =2,60 > kp=2
N Gpmer 151,27 P

Prut pevnostné€ vyhovuje.
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7.7.2 Pruty lomené - ramy

U prutii lomenych je stfednice spojitou, ale nehladkou kiivkou. V mis-
tech zlomu vznika slozitd prostorova napjatost, kterd neni feSitelna
vyuzitim teorie prostého ohybu. Abychom mohli ulohu fesit jako celek
(s vyjimkou zlomt) pomoci pristupu prosté pruznosti, musi byt oblast
poruseni prutové napjatosti zanedbatelna v porovnani s celkovymi roz-
méry ramu.

Predpoklady reSeni:

a) Pocet zlom1 nesmi byt velky

— = —————
|
|

[

[

[

|

[

[

| |
—_— !

|

[

[

|

[

[

T b

b) Vztahti pro napjatost, odvozenych pro prosty ohyb, 1ze pouzit az v
dostatecné vzdalenosti od zlomu

c) Musime znét silové-deformacni charakteristiku zlomd, tj. zavislost
thlu ve zlomu na mistnim ohybovém momentu - /(M)

a=1fmMm)

Dva krajni pfipady - tuhy zlom « = konst. (nezavisi na M)

- kloub M=0
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Urcovani napjatosti, pevnostni kontrola

Nejprve z podminek statické rovnovahy uvolnéného prvku ramu stano-
vime pribéh slozek VVU - M, (s), T'(s) a N(s). U pravodhlého ramu
miZe byt polohova soufadnice s fezu bud’ = nebo z, podle toho, v jaké
¢asti ramu se nachazime, viz obr.

y X M =4
y(;) T(x) F
N(X)—7 '
I__4 \ .....
z N !
" Y \ S =X
N
|_
aNL|
§>~
’,\T y
> |
I~

Znaménkova konvence pro slozky VVU je analogicka jako u prutu
pfimého, pokud je to mozné. Lomeny prut obchazime stdle po jedné
strané, vétsSinou vnitini. Ohybovy mement M, (s) je v tomto pifipadé
kladny, jestlize natahuje spodni vldkna a stlacuje horni vldkna, po-
souvajici sila 7T'(s) je kladnd, otaci-li elementem v fezu ve smyslu
hodinovych rucic¢ek a normdlova sila N(s) je kladnd, psobi-li tahové
- viz obr. Jinak zavedeme znaménkovou konvenci smluvné.

Dale predpokladame, Ze nebezpeCnym namdhianim je namahéani ohy-
bové, charakterizované ohybovym momentem M, (s). Pribéh ohybo-
vého napéti o,(s) podél stfednice je dan vztahem

M,(s)

7ols) = W,(s)

Stanovime maximalni ohybové napéti o, ,q. ()

Tomar = Max{o,(s)}
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U rdmi prizmatickych je maximdlni ohybové napéti o, 4, v misté
pisobeni maximélniho ohybového momentu M, ., tedy

o . My,mam
o,mar —
W,
Provedeme pevnostni kontrolu
OK
ki = > kp
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Demonstracni priklady:
Pi.1: Navrhnéte pficné rozméry obdélnikového priifezu u rovinného
ramu a stanovte svisly posuv v misté B

a .
- GLOBALNI S.S.
i 17
7 X
A YGO G
i X
N I
| My(x)
II % I Zg
g T >
M,(z) :
: y \
JA
AE:\\\\\\T\\\\
MA\EZ 2

g=10*Nm™, a=1m, % = 0, 5 u obdélnikového priifezu, mez kluzu
ox = 350 MPa, dovolena bezpecnost kp = 2, modul pruznosti v tahu
E =21-10° MPa

Pozn: Vzhledem k tomu, Ze mame stanovit také svisly posuv v misté
B, kde neptisobi osaméla sila, zavedeme do tohoto mista jiZ na pocatku
vypoctu silu dopliikovou Fj.
Staticky rozbor pro tplné uvolnéné téleso:

@w=3 v=3 s=pu—v=3—-3=0

Uloha je staticky urdita.
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Podminky silové rovnovahy a stykové vyslednice:

ZFx - Fp, =0

ZFZ:FAz—qa—Fd:O = Py, =qa+ F}
qa’ qa’
ZMA3MA+7+FCZ@:O = MA:—7—FdCL

Priibéhy ohybovych momentt v usecich I a II

€T

M, (z) = —q? — Fu
qa*

My(Z) = —7 — Fda

Grafické znazornéni pribéhu ohybovych momentt M, (s)

a
-

2/ \\

ANNNNN NN NNNY

Maximalni ohybovy moment:

qa*

My maz = — = 5000 Nm

Pevnostni ndvrh pti¢ného priifezu:

My max OK 1 3 1 3
o.mar — . — W, =-=0h"=—h
7o W, kp V6 12
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12My,max - OK
S kp

12M, ok 12 - 5000 - 103 - 2
h—\3/ Y. D—i’/ = 70,0 mm
OK 350

b=0,5h = 35 mm

Kvadraticky moment prifezu .J,:

1 1
Jy:Ebh?’:ﬁ%-?O?’:1,000-106mm4

Stanoveni svislého posuvu v misté¢ B pomoci Castiglianovy véty:

_ M (z) 2 4 My(z) DM g. | —
WB= 5k EJ / 8Fd “/ aFd ¢

_ ELJy 0/ (_% _ Fda:> 07 <—— _ Fda) (—a) dz

qa’ 7qa*
EJ / v / °| T 8EJ,

7-10%-107%-1-10%
wp = = 41,7 mm
8-2,1-105-1,000- 106

153



Pi.2: Provedte pevnostni kontrolu rovinného ramu znazornéného na
obrazku.

/My(x) 60
= B y .
NI | 77 / ?
o T V1 e el
§>\!/ y :?T .
[ )/ E
Y ﬁ E
T J o
'L | e S
N N )
® 2\_’/ y X )/
| 4
14 )/
F ASRRRRLT AN NN l
Ax Z,X

MAK_F/AZ

M = 5000 Nm, a = 1 m, mez kluzu o = 400 MPa, dovolena bezpec-
nost kp = 2

Staticky rozbor pro uplné€ uvolnéné téleso:

@ =4 v=3 s=pu—v=4—-3=1

Uloha je jedenkrit staticky neuréita.

Podminky statické rovnovahy pro uplné uvolnény prut

ZFx - Fy, =0
ZFZ . Fp.+ F=0

> Mg : Fga—M—My=0
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Vv

Caste¢né uvolnény prut

E Fs
M E

Deformacni podminka pro uvolnénou vazbu

w oW =0
B oFy

Pribéh ohybovych momentt M/, podél prutu

M,(x,) = Fpx

M,(z1) = Fpa

M,(z) = Fpa— M

Pozn: V souladu se zatizenim a realizovanym casteCnym uvolnénim
bylo nutné vyjadfit ohybovy moment ve tvaru M, (M, Fj). Za timto

ucelem jsme uvoliiovali prvky ramu od mista 5.

Reseni deformaéni podminky pomoci Castiglidnovy véty

_ M (z) 2 4
WB = 3F, EJ / aFB T

a

2a
oM, oM,
+/My(21> aF;/ le+/My(ZQ EdZ’Q =0

0

155



a a 2a
/FBa:a:dx—i—/FBaadzl—|—/(FBa—M)a,d22:O
0 0

0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznamou, kterou je Fp. Po vyjadreni
integralli v predchozi rovnici a algebraické dpravé dostivame pro F'p

3 M 3 5000
Fp=—-—=—-.—=2143N
b 7 a 7 1

Priibéh ohybovych momentt M, (x) je ddn dfive uvedenymi vztahy, do
kterych dosadime F'z. Znazornéno graficky

3
=M
7 W(/ C)
| —ﬁ
®
4
A

1
ANYNNNNNNNNY

Z prubéhu je zfejmé, Ze maximdlni ohybovy moment M), . je v misté
pusobeni silové dvojice M. Jeho hodnota je rovna

4 4
My oz = - M = - 5000 = 2857 Nm
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Pevnostni kontrola:

Kvadraticky moment prafezu:

1 1
Jy/:2-—-27-63+§-6-1003:2,004-106mm4

— = 33,52 mm

60-6+94-6

3
Uy 60-6-34+94-6-53
RT = S =

Jy = Jy — 258 = 2,004 - 10° — 33,527 - 924 = 0, 9658 - 10° mm"

Modul priifezu:

J,  0,9658 - 10°

W. = —
Y 2. 100 — 33,52

= 1,453 - 10* mm®

Maximalni ohybové napéti o, ;4.

My mar 2857 -10% - 10°

o,mar — — = 196, 7 MP
7o W, 1,453 - 107 y
Bezpecnost
OK 400
N omar 196,77 Y

Prut pevnostné vyhovuje.
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Pi.3: Provedte pevnostni kontrolu rovinného ramu znazornéného na
obrazku.

2a
- 60
q\ My(Xz) Y
1
Fay
A p—— — = d — — — — _J_ M y 8
i v /|\ W2) h
F ds
iz X2 T(x2) T(@) = © °
4
z| |
| AT(XO Fe, zx¥ 1©
SIExE DN .
y X ny
Myx) |, |82

q = 10* Nm™!, a = 1 m, mez kluzu o5 = 400 MPa, dovolen4 bezpec-
nost kp = 2

Staticky rozbor pro uplné uvolnéné téleso:

w=4 v=23 s=pu—v=4—-3=1

Uloha je jedenkrit staticky neurdita.

Podminky statické rovnovahy pro uplné uvolnény prut
ZFZB  —Fa + Fp, =0

Y F.: Fa+ Fp.—2ga=0
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2 FBx
Fp, = g qa — 3
4 Fp,
Fa, =20 — Fp. = -qa+ U
3 3
Cdste¢né uvolnény prut
o
e 5
i
|
| FBx

nmin

Deformacni podminka pro uvolnénou vazbu

ow

- =0
6FB$

wp

Priibéhy ohybovych momentt M, (z) a posouvajicich sil 7" podél prutu

2 Fp,
My(z,) = Fp.x1 = = qax; — mEz
3 3
2 Fp,
T(w)) = ~Fp. = —5 qa+ 5
M,(z) = Fp.a+ Fp.z = 3 qa’® — 3B a+ Fg.z
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qx 4 Fgp, qx%

M Fom— 27 _ ™

y(12) = Fa,m9 5 3qaa¢2+ 3 o >
4 Fr,

T(CU2>:FAZ_Q552:§Q@+—§ — q

Pozn: V souladu se zatiZzenim a realizovanym cCdsteCnym uvolnénim
bylo nutné vyjadfit ohybovy moment ve tvaru M, (q, F,). K tomu byla
vyuzita momentova a silova podminka statické rovnovahy.

Resen{ deformaéni podminky pomoci Castiglidnovy véty

1
8W: /M yds =0

B 9Fs,  EJ, OFp,
h oM, h oM I oM
M. Y d M,(z) —2d M — L dzy =0
/ y(gjl) aFBx xl—l_/ ()aFBx Z—|—/ y<x2> aFBw =
0 0
[ (2 Fx
/(§ qaxr, — b )(%) dz; +
0
(12 , F
—i—/[3qa2—TBa+F3x z——] z—— dz—i—

0
2a

4 Fg,
o[ G T 5) () -
0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznamou, kterou je F'z,.
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Po vyjadteni integrala v pfedchozi rovnici a algebraické tpravé dosta-

vame pro Fp

5
Fp, = —1 90 = —1,25-10*N

Priibéh ohybovych momentt M, (x) je dan dfive uvedenymi vztahy, do
kterych dosadime F'5,, coZ znazornime graficky

/My(XZ,eX)

1@ /-0,167.104 Nm

NIT - X2 ex _ O
|
|
4 .
1,083.§04Nm{w
\\>

Z prubéhu je ziejmé, Ze maximdlni ohybovy moment M, ., miiZe byt
bud’ v misté x; = a anebo v misté lokdlntho extrému x5 .,. Maximaln{
moment zjistime porovnanim obou hodnot.

2 Fp,
M,(z1 = a) = gqa2 - 5 a=1,083-10' Nm
T(:C2ex):O:_qa+i_q$26x 0
) 3 3 )
1 /4 5! 11 0.9167
ex — — | 5 ——qa | =-—a=VU, m
Preo = 39T 101 1
1 Fp, T3
My($2’€$) — § qa/x2’ex —|_ 73 .SUQ’@Q; - q ;7 — O, 420 * 104 Nm

My ez = 1,083 - 10" Nm
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Pevnostni kontrola:

Kvadraticky moment prafezu:

1 1
Jy:E-60-1203—E-48-1083:3,601-106mm4

Modul prifezu:

Jy 3,601 -10°
Zew 60

W, = = 6,002 - 10* mm’

Maximalni ohybové napéti o, ;4.

Mymar  1,083-10%- 10°

o,mar — = 180, 4 MP
%, W, 6,002 - 104 y
Bezpecnost
OK 400
- — =221 > k
T G 180,47 7

Prut pevnostné€ vyhovuje.
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7.7.3 Pruty zaktivené a pruty smiSené - demonstracni priklady

Omezime se na pruty slabé zakiivené (str. 47, 130, 131) a pruty smisSené,
sestavajici z casti, které miiZeme povazovat za pruty slabé zakiivené a
dale z primych dsekd. Teorie k témto piikladim je uvedena v piislus-
nych kapitolach.

Pf.1: Navrhnéte primér d kruhového priifezu a stanovte thel natoCeni
e a svisly prihyb uc v misté C' u prutu dle obrazku:

Fa
— M
My(@2) C My(¢+) x
St y
T X T ¢ T(09)
b >
/' R \'\
’ \ z
: 02 08 \_
Fax 11T T
FAz Fg

M = 10> Nm, R = 0,5 m, mez kluzu ox = 350 MPa, bezpe¢nost
kx = 2, modul pruznosti v tahu £/ = 2,1 - 10° MPa

Pozn: Vzhledem k tomu, Ze mame stanovit také svisly posuv v misté
C, kde nepiisobi Zadné osaméla sila, zavedeme do tohoto mista jiZ na
pocatku vypoctu veli¢inu dopliikkovou Fy.
Staticky rozbor pro uplné uvolnéné téleso:

=3 v=23 s=p—v=3—-3=0

Uloha je staticky urdita.
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ZFx - Fp, =0

M F
gFZ:FZF—F: Fp = ——
M F,
E My : M+ F;-R—Fp-2R=0 jFB:ﬁ_F?d

Priibéhy ohybovych momentt v usecich I a II

M Fy

) (k- Reosy

My(gpl) - FB(R - RCOSSOl) = (ﬁ + 5

M  Fy

M, (p2) = Fa.(R — Rcospy) = <_ﬁ + 7) (R — Rcosp)

Grafické znazornéni pribéhu ohybovych momentt M, (z)

Maximalni ohybovy moment:

M
Mymar = = = 500 Nm
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Pevnostni ndvrh pti¢ného prifezu:

3
Mymar Ok md

maxr — — W
70 W,  kx S

32My’max - OK
h3 kg

32M, e - K 32500 - 103 - 2
h_i’/ L K_i’/ = 30,8 =31 mm
-0 7 - 350

Kvadraticky moment priifezu:

rd* w31
Jy=—= = 4,533 10" mm*
I T .

Stanoveni dhlu natoceni ¢ v misté¢ C' pomoci Castiglianovy véty:

oW
T OM

1 | (M F |
_ E_Jy / <2R d) (R — Rcos o) <2R) (R — Rcospi) Rdpi+
0

3
M F 1
+/ ( 2R d) (R RCOSQOQ) (_ﬁ) (R— RCOS@Q) RngQ =
0
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MR (3 500 - 10 - 500 3
= m™—2 —-T—=2| =
2EJ, 4 T 2. 2,1-10°-4,533-10* \4

= 4,677 - 10° rad = 0, 268°

Stanoveni svislého posuvu u¢ v misté C' pomoci Castiglianovy véty

. ow
“ T OF;
1 oM, 8M
—— M. M d —
27 | [ e S5 / () S R dgs
0

1 / M F
- /( d) (R — Rcosgal) (R—RCOSQO1)RC1<,O1+
0

[/ M F
+/( 2R d)(R R cos @) = (R Rcospy) Rdps| =0
0
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Pi.2: Provedte pevnostni kontrolu prismatického prutu znazornéného
na obrazku.

2R
My(x) h
7
A
I et i e 7/ S——— = B y )
T((P) - \ 170
My(P)\ / T(x) y Fs
/ ¢ x,t
N4, y )
A ."/ R
Fa,

\\\\\T\\\\\

Fa,
MA y4

g =500 Nm™', R =0,5m, h = 15 mm, mez kluzu ox = 400 MPa,
dovolena bezpecnost kp = 2,5

Pomérn4 tloustka v zakiivené ¢asti 2 7 je rovna 500 = 0,03, coz je hod-
iy

nota znacné mensi neZ mezni pomer = 5 = 0, 2. Prut v této oblasti

tedy mizeme povaZzovat za slabé zakfiveny.
Staticky rozbor pro tplné uvolnéné téleso:

@ =4 v=3 s=pup—v=4—-3=1

Uloha je jedenkrit staticky neuréita.

Podminky statické rovnovahy pro uplné uvolnény prut
Y Fp: Fap=0
Y F.: Fp.+Fp—2gR=0

> My : My—4qR*+3FgR =0
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Caste¢né uvolnény prut

AN

Deformacni podminka pro uvolnénou vazbu

oW

= =0
OF g

wp
Priibéhy ohybovych momenti M,(s) a posouvajicich sil T'(s) podél
prutu

2
M,(x) = Fpx — %

T(x)=—Fp+qx

M,(p) = Fp(2R+ Rsinyp) — 2qR(R + Rsinp)

T(p) = —Fpcosp +2qRcos p

N(p) = Fpsinyp — 2qRsin p

Pozn: V souladu se zatizenim a realizovanym casteCnym uvolnénim
bylo nutné vyjadfit ohybovy moment ve tvaru M, (M, Fj). Toho bylo

dosazeno tak, Ze prvky prutu byly uvoliovany z pravé strany, od mista
B, kde ptisobi Fi.
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Resen{ deformaéni podminky pomoci Castiglidnovy véty

2R 7
M
wB:aW: ! /My(x)aMyda:Jr/My(gp)a YRdp| =0
0

oFy  EJ, OFp OFp

0

2R )
/ (FBZL’ — %) x dr+
0

3
+ / [Fp(2R+ Rsinp) —2qR(R + Rsin )] (2R+ Rsinp)R dp =0
0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznamou, kterou je Fp. Po vyjadreni
integralli v predchozi rovnici a algebraické dpravé dostivame pro F'p

8+%7r

20 |, 9
3 T3

Fp = qR = 1,1543 R = 1,1543 - 500 - 0,5 = 288, 6 N

Priibéh ohybovych momentti M, (z) je ddn difve uvedenymi vztahy do
kterych dosadime F'5. Zndzornéno graficky

My(x)
o] £
Y ™~
________ _._._._.h._._._._ﬁ_
"I
X
Xex
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Z prubéhu je ziejmé, Ze maximdlni ohybovy moment M, ,,,, miiZe byt
bud v misté vetknuti ¢ = 5, nebo v misté lokalniho extrému z., v
piimé Casti prutu. PrisluSné hodnoty je zapotiebi vypocitat a nasledné
porovnat.

m@@m:g):aﬁgR—AqRQ:2&;64;&—45mya52:—611Nﬁ1

Fy 2886

T(2e) =0=—Fp+qrey =0 = xo=-— = g = 0.5772m
2 500 - 0, 57722

M, (2es) = Fpte — -8 = 988,60, 5772 — : — 83.3Nm

My oz = 83,3 Nm

Pevnostni kontrola:

Modul priifezu:

153
Wy = E = ? :562,51'111'113

Maximalni ohybové napéti o, 4.

My mar 83,3 -10°
Oomax = - = 7 = 148, 1 MPa
’ W, 562, 5

Bezpecnost

OK 400

k p— _—
B e 148,1

=2,70 > kp=2,5

Prut pevnostné€ vyhovuje.
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8 NAMAHANI NA KRUT

8.1 Zakladni vztahy pro napéti a deformaci v rezu

Def.: Prostym krutem rozumime naméhani pfimého prismatického
prutu kruhového nebo mezidruhového priifezu, je-li splnéno

a) plati obecné prutové predpoklady
b) pri¢né prirezy zlstavaji v pribéhu zat€Zovani rovinnymi a otaceji
se kolem stiednice, kterd ziistava pfima

¢) jedinou nenulovou slozkou VVU je kroutici moment My (x), ktery
je konstantni po celé délce prutu

V prvnim kroku stanovime kroutici moment M (x) na zakladé pod-
minky rovnovahy uvolnéného prvku prutu 2;.

ZMx . My(x) = M, (8.1)
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V dal$im kroku stanovime priibéh pietvoreni (zkosu) v a napéti 7 v
pricném fezu v misté x na zakladé prislusné pracovni podminky ad b)

_— pa
N
N7/~
R \ \
| CON D el
M | [A00) ) | M
S OO D 740 IUI J R e y
dAQ \
ds / a\ A
7 / S dAQ
/ \ / / \ dx
/ _
. —
L X dx

ds =y dx =rdagp

dap

y=r—— =10 (8.2)
dx
Nyni aplikujeme Hooketliv zdkon pro prosty smyk
da
T(r)=Gy(r) =G d—(p r (8.3)
x

Pribéhy zkosu ~(r) a smykového napéti 7(r) v prufezu jsou tedy line-
arné zavislé na souradnici r. Pribéh napéti je uveden na nasledujicim
obrazku
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Z praktickych ddvodu je vhodné vyjadfit zkos v(r) a smykové napéti
7(r) v zavislosti na namdhani, tj. krouticim momentu M (x). Za timto
ucelem vyuzijeme podminku momentové ekvivalence

My (x) = /T(T) rdS =G CLA—SD r*ds
x
(& (4
M(z) =G dcf—f =G )], (8.4)

ze které stanovime veli¢inu dap, kterd predstavuje vzajemny uhel
natoceni krajnich ezl elementu prutu délky dx (zkrouceni elementu),
Y je pomérny uhel zkrouceni

M (z)
dap =
G,

dz (8.5)

Natoceni Ap(z) prifezu v misté x vzhledem k levému okraji prutu je
rovno

X

Mk(x) _ Mkfﬁ

Ap(T) = /dAgpz G dx G, (8.6)
0 0

a pro natoceni (zkrouceni) celého prismatického prutu zatizeného silo-
vymi dvojicemi M na obou koncich prutu Ap(l) obdrzime

Ml

ap(l)

Po dosazeni rovnice (8.4) do (8.3) a algebraické upraveé dostavame
vztah pro pribéh smykového napéti 7(r) v obvyklé podobé

M;,
=7

7(r) ¥ (8.8)
P
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Pro maximélni smykové napéti 7 v krajnim vlakné » = R plati

M, M
7 =7(R) = J—f —~ WZ (8.9)
7

kde veli¢ina W}, se nazyva modul prirezu v krutu, ktery je definovan
nasledovné

Jp

Wi="2 (8.10)

Pro kruhovy a mezikruhovy prifez dostaivame

v 1) B D
N

z

W/ a

/) —
¢d [¢D W, 2 4 4
/ k__—p_ 5 _16D(D _d)
2 2
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8.2 Pevnostni kontrola

Stanovime maximalni smykové napéti 7,,,, v prutu

Tmaz — Max {7_(37)} (8.11)

U prismatickych pruti je moZné provést pfimo kontrolu v nebezpe¢ném
priifezu s maximalnim krouticim momentem Mj; 4,

M, k,max
maxr — 7 8.12
T W (8.12)
Bezpec¢nost kx vuci smykové mezi kluzu 7k je potom rovna
e = 5 > ko (8.13)
Tmax

kde kp je dovolenad, resp. doporucend, bezpecnost.

V pripadé, ze v materialovém listé nenalezneme mez kluzu ve smyku
TK, lze ji stanovit na zdkladé podminky mezniho stavu pruznosti
(podminek plasticity) maximalniho smykového napéti (podminka Tre-
scova) resp. podminky oktaedrického smykového napéti (podminka
HMH), viz kapitola o napjatosti

Tk = 0,5 0 - podminka Trescova

Tk = 0,577 o - podminka HMH
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8.3 Energie napjatosti

Potifebné vztahy odvodime na zaklad€ prace vnitinich sil dA na ele-
mentu df? délky dx, viz obrazek

1 1
dW =dA = —5 My, ap + é M;{;(Agﬁ + dAgO)
1 (8.5) M7 dx
dW = = M dap = 8.14
5 M day G, (8.14)

Energie napjatosti celého prutu je potom rovna

M (x) dx

dw = [ dw = | =/ 77 8.15
W /W 2GJ, (8.15)
.

fy

Energie napjatosti W prismatického prutu zatizeného na koncich silo-
vymi dvojicemi M je dan nasledujicim vztahem

M?l

W= 2G J,

(8.16)

Uhel natoCeni v misté ptisobeni silové dvojice M je moZné stanovit
také pomoci Castiglianovy véty

oM ) 2GJ, OM

v

Apy = dz (8.17)
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8.4 Vliv odchylek od pripadu prostého krutu na napjatost

Zde se omezime pouze na vliv zmény prifezu prutu podél stfednice,
kterd mize byt spojitd nebo skokova (konstrukéni vrub).

Vliv spojité zmény prurezu:

dQ dQ),
T(r
AT
\aAars \
Mk \\ t Mk =
—_— _._.I| __________________ —
/

r(x) ,_/ ______________ M

_ k
=W

X dx

Z momentové podminky rovnovahy subelementu d{); vyplyvé, Ze na
valcové ploSe musi ptisobit smykové napéti 7/, coZ je poruSeni prutové
napjatosti, kdy napéti mohou puasobit pouze v pricném fezu. V dalSim
predpokladame, Ze toto napéti je podstatné menSi nez smykové
napéti v krajnim vlakné (7' < 7) a miazeme je tedy zanedbat.
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Vliv skokové zmény prurezu (vrubu):

V misté vrubu vznikd obecnd prostorova napjatost a dochazi zde rov-
néz ke koncentraci napéti. V ramci prosté PP se tento problém feSi
smluvnim zplsobem, zavedenim tzv. soucinitele koncentrace napéti
a;, kterym se nasobi nominalni napéti 7,,,,, stanovené pomoci teorie
prosté pruznosti pro prut a to pro mensi prifez ve vrubu

\\
\
\
M1 \\ ¢D M1
I R | —
I’
/
/
//
M;, 16M,
Tmar = Or Tpom = Oy = = 8.18
max T 'nom T Wk T 7Td3 ( )
Bezpecnost v misté vrubu je potom rovna
T
ki = i > kp (8.19)

Na rozdil od spojité zmény pruaiezu je vliv skokové zmény pruiezu
na napjatost podstatny a vétSinou ho neni mozné zanedbat.

Deformace prutu, v nasem pripadé uhel natoCeni Ay, nebyva vruby
priliS ovlivnéna, protoze jde o veli¢inu integrdlni, na které se podileji
predevSim pfimé useky prutu, kde teorie prosté€ PP plati s dostateCnou
presnosti.
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8.5 Valcova pruzina s malym stoupanim

Jednim z typickych strojnich dil{i, kde je moZné aplikovat vztahy od-
vozené pro idealizovany pripad prostého krutu je vilcova pruzina s
malym stoupanim ¢, viz obr. Ke stanoveni posunuti o volného konce
pruziny zatizeného silou F' je pfitom mozné velice efektivné pouZzit
energetick€ho pristupu, kdy energie napjatosti IV je rovna praci vnéjsi
sily F'. NaSim cilem nyni bude pevnostni kontrola pruziny a stanoveni
tzv. zapruzeni 9.

Pevnostni kontrola

M =FRcosp=FR T =

e = -5 >k

Energie napjatosti W

M7l B M? 2w Rn B 32M7Rn B 32F2R3n

W = = = =
2GJ, 2L Gd* Gd?
1
64F R’
Posuv zatizeného konce pruziny (zapruZeni): §=-2 0

Gd*
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8.6 Namahani na krut, demonstracni priklady

Pf.1: Navrhnéte pficné rozméry prutu mezikruhového prifezu a sta-
novte uhel natoceni App v misté B

a
a a 2
11 11 I
;/'\4/'/* M;/ Mf/ ¢
1T __O__1__¥7 _1__F
Ma 2 M M M
<I\L:.A<ﬂ ______ _ _.ﬁ ______ _ <k(x1)__1B'o Q X
ZE A N A
’ % %
v /
X3 X2 X1

M; = 1000 Nm, M5 = 1000 Nm, M35 = 600 Nm, a = 0,5 m, % =0,8
u mezikruhového prafezu, mez kluzu ve smyku 75 = 200 MPa, bez-
pe¢nost kp = 2, modul pruznosti ve smyku G = 0, 8 - 10° MPa
Staticky rozbor pro tplné€ uvolnéné téleso:

=3 v=23 s=p—v=3—3=0
Uloha je staticky urdita.

Podminka silové rovnovéhy a stykova vyslednice:
ZM . —MA+M1—|—MQ—M3:O

My = My + My — Ms = 1000 4 1000 — 600 = 1400 Nm
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Pribéhy krouticich momentt Mj(x) v dsecich I, II a III stanovime
z momentovych podminek statické rovnovahy kazdého uvolnéného
prvku. Vektor M (z) v pficném fezu v misté z pfitom povazujeme za
kladny, ma-1li smér vnéjsi normaly fezu.

Mk(il?l) = —M3 = —600 Nm

M/{;(ZL‘Q) = — M3+ My = 400 Nm

Mk(xg) = —Ms + My + M; = 1400 Nm

Grafické znazornéni pribéhu krouticich momentd My (x)

/! M M /
1 2 Ms
N T
7 7
e e
Mc(x)| @ 385
400
e 600

Maximalni kroutici moment:

Mpmaz = 1400 Nm
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Pevnostni ndvrh pti¢ného prifezu:

Mk,max Mk,max 16Mk,max TK

Tmar =TT T (DA —dY  aDM(1—ab)  kp

16 M}, s k 16 - 1400 - 103 - 2
p = ¢/ XM hmar bip 5 [10- W0 1072 ) gy
w(1—0,8%) - 200

d=aD =0,8-50 =40 mm

Pol4rni moment prufezu J):

_7T
32

T

Ir 32

(D* — d*) (50* — 40%) = 3,623 - 10° mm*

Stanoveni uhlu natoceni A p v misté B pomoci zkrouceni jednotlivych
usekt

N Myl
BTG
1
= o7 [Mi(@1) - 0,50 + My(w2) - a + My(w3) - o] =
p
100

(—600 - 0,5% +400 - 0,5+ 1400 - 0,5) =

T 0,8-10°-3,625- 105

— 0,02586 rad = 1,48°
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Stanoveni thlu natoceni App v mist¢ B pomoci Castiglianovy véty

0,5a
ow 1 M,
App = — M
BT oM, G, / He) B,
0
1,5a 2.5a i
aMk aMk:
M, d My (x3) ——d =
+/ k(22) oM, 5172+/ k(T3) oM, x3
0,5a 1,5a |
0,5a
1
= — —Ms3) (—=1)d
o | [ (- ans
0
1,5a
+ ( Mg-l-Mg 1) dzo+
0,5a
2.5a 1
+ [ (—=M3+ My + M) (—1)dz3| =
1,5a

1

GJ [Mg 05CL+(M3 MQ)'CL+(M3—MQ—M1)°G]:

= —0,0258 rad = —1,48°
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Pi.2: Provedte pevnostni kontrolu prismatického prutu znazornéného

na obrazku.

a a a
Ma Mg
4 111 I 1 /.
7
/ “ 7 7
; - _'é_T“__A___;
1o | - 7
A | M(xs) | Mk (X2) < Mi(X1) < X
;_._ — . . - —. e—t - - - | — = - — . —
Z | 2
2 | __ vl __ _2
z /) A Z
7 7
/ X3 X2 X1
< <

M = 1000 Nm, a = 0,5 m, D = 40 mm, d = 30 mm, mez kluzu
T = 200 MPa, dovolend bezpec¢nost kp = 2

Staticky rozbor pro tplné€ uvolnéné téleso:

=2

v=1

s=p—v=2—1=1

Uloha je jedenkrit staticky neuréita.

Podminka statické rovnovahy pro uplné uvolnény prut

Castecné uvolnény prut

My+Mp—M=0

M~
A Ms
....... o __|l.__ B
S S
/
/
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Deformacni podminka pro uvolnénou vazbu

ow

= :O
OMp

ApYRB

Pribéh krouticich momentt M. (x) podél prutu

My.(r1) = Mp

M k(CL‘Q) = M B — M

M k(il?g) =M B — M

Pozn: V souladu se zatizenim a realizovanym casteCnym uvolnénim
bylo nutné vyjadfit ohybovy moment ve tvaru M, (M, Mp). Za tim
Ucelem byly uvoliiovany prvky prutu z pravé strany, kde pisobi Mp.

Resen{ deformaéni podminky pomoci Castiglidnovy véty

OW [ My(w) OM;

oMz | GJ, 0Mg
0

dr+

APB

2a 3a
Mk(ZCQ) 8Mk Mk(ZCg) 6Mk

d daa = 0

aJ, oMy ] Tar, o

a 2a
r M My — M T My— M
B B — B —
1.4 Mp— M 4 M= M 4 drs =0
/ ar, Tt Ta, nrTa, T3
a 2a

Mpa  (Mp—M)a (MB_M)a:O /.GJM(— Ips)

an, T an, T an,
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J J
Mp + My — M + Mg 220 — M 22

=0
Ipy Jp

3

Z. této rovnice jiZ lze stanovit jedinou neznamou, kterou je moment ve
vetknuti Mp

7TD4 7Td4
() V)
Mg = "3 — 32 — 627 Nm
D1 g9 Do 12
Jp3

Pribéh krouticich momentt M () je dan diive uvedenymi vztahy, do
kterych dosadime za Mp. Znazornéno graficky

SN
4 N
=SS N\
My (X
) @ 627 Nm
373 Nm &)
T(X) @ Tmax
— 1 ° |

Z prubéhu je zfejmé, Ze maximdlni ohybovy moment M}, .4, j€ V Useku
I a ma hodnotu Mp. Z hlediska namdhani jde zaroven o nebezpecny
usek, protoze je zde minimalni modul prifezu Wp, coz vede k maxi-
malnimu smykovému napéti 7,,,..
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Pevnostni kontrola:
Modul prifezu

(D* — db) = 167740 (40* — 30%) = 8590 mm®

Jp T
§_16D

Wi1=

Maximalni smykové napéti 7,,..

- Mypae 62710

maxr — — = 73, 0 MP
! W, 3500 y
Bezpecnost
200
ki = TK: :2,74>kD:2
Tmaz 73

Prut pevnostné vyhovuje.

Pozn: Deformacni podminku je mozné v naSem prikladu fesit také na
zéakladé€ principu superposice pouzitim vztahu odvozeného pro zkrou-
ceni prismatick€ého prutu. NatoCeni prutu v misté¢ B Ap); pouze od
silové dvojice M se musi rovnat v absolutni hodnot€ natoceni Ay,
pouze od stykové vyslednice Mp tak, aby vysledné natoCeni v uloZzeni
bylo nulové

[Apur| = [Apary)

Ma N Ma _MBa+MBa+MBa
GJ,, GJ, GJ, GJ, GlJ,

(Jm = Jpz)

M (2 +1)

Ips

J, J,
Mg(ﬂw)—M(ﬂH) = Mp=—
Ips Ips ﬁ—I—Q
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9 MEZNI STAV VZPERNE STABILITY PRUTU

Definice: Meznim stavem vzpérné stability rozumime stav, kdy se
zméni charakter podstatné deformace a to ze stlaCovani na ohyb.

Pro pochopeni problematiky nejprve uvedeme vysledky experimentu se
stlaovanym piimym prutem obdélnikového priifezu. Postupné zvétsu-
l

jeme zatizeni F' a méfime pruhyb uprostred prutu w (5)

£
fi

e uld

uhn
"

N|—

Prut se zacina vyznamnéji prohybat pii dosazeni kritického zatizeni
F, coz odpovidd dosazeni mezniho stavu stability prutu. Ohyb se
pritom déje kolem osy vy, kterd je minimalni hlavni centralni osou
kvadratického momentu prirezu.

My(z) 1 w”(z)

- 9.1
EJ, R (1+w?(x)? -

M,(x) = Fw(x) (9.2)
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Dosazenim (9.2) do (9.1) obdrZime

F 1 7
we) 1wy 03)
EJ, R (1 +w?(z))2
Jde o diferencidlni rovnici 2. fadu s obecnym fesenim ve tvaru
w(x) = w(F,z,Cy, Ch) 9.4)

kterou poprvé vyresil Lagrange pro nasledujici okrajové podminky

r=0 w0)=0 x=I=0 wl)=0

Lagrangeovo reSeni je zndzornéno v nasledujicim obrazku

|
w (7) _ b

&

D

’g LAGRANGEOVO
2 RESENI
@)
('
L
—
)
- a

FV = Fs F

ktery vykazuje dvé rozdilné oblasti
a) I' < F,, - prut je stlaCovan

b) F' > F,, - existuji dvé€ feSeni: 1) prut je stlaCovan, jde o ptipad
labilni rovnovahy - pripad a)

2) prut je ohyban, jde o pripad
stabilni rovnovahy - pfipad b)
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Misto na grafu F' = F, se nazyva bodem rozdvojeni rovnovahy. Do
tohoto stavu stabilni stlacovani se stava labilnim a stabilnim se stava
ohyb.

Z porovnani s ivodnim obrdzkem plyne, Ze teoreticky stanoveny bod
rozdvojeni rovnovahy odpovida meznimu stavu vzpérné stability
idealniho primého prutu, tedy F; = F,,.

V praxi nedovolujeme ohybani stlaCovaného prutu, ktery musi byt
dostateCné bezpecny vici MS stability. Pfi vypoctu se potom staci
omezit pouze na stanoveni F,, a to v oblasti, kde je w’ malé, respektive
zanedbatelné (w'(x) = 0). Touto cestou se poprvé vydal Euler, jehoZ
feSeni si tu uvedeme
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Eulerovo resSeni pro idealni primy prut

Predpoklady feSeni: stfednice prutu je pfimka, sila F' plisobi presné
v ose, prufez je prizmaticky a neSroubovy, prut je dostatecné Stihly,
material prutu je homogenni, isotopicky a nekonecné pevny.

Predpokldddame prut obdélnikového prifezu, osy y a z jsou hlavnimi

centrdlnimi osami kvadratickych momentt priifezu. Ohyb se déje ko-
lem osy minimalniho KM, v nasem piipad¢ tedy kolem osy y

EL/ 7

/ !_' . W(%)

w(x)

F F
Pfi odvozeni se vychdzi z diferencidlni rovnice prihybové Cary, kterd
ma v souladu s (9.1) a s prihlédnutim ke znaménkové konvenci (str.

104) nésledujici tvar

EJuw"(z) = —M,(x) (9.5)

Ohybovy moment M, (x) stanovime z momentové podminky pro prvek
prutu {21, uvolnény ve zdeformovaném stavu

M,(z) = Fw (9.6)
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Dosadime (9.6) do (9.5) a zavedeme parametr p definicnim vztahem
(9.8)

EJuw"(z)=—-Fw = w'(z)+—=—w=0 (9.7)
EJ,
F

2
— 9.8
=7 7, (9.8)

Po dosazeni (8) do (7) obdrzime
w"(z) 4+ p* w(z) = 0 (9.9)

Jde o homogenni diferencialni rovnici 2. fadu s nasledujicim obecnym
feSenim (viz matematika)

w(z) = Cysinpxr + Cy cos px (9.10)

Aplikaci okrajové podminky prutu na spodnim okraji x = 0, w(0) = 0
do rovnice (9.10) dostaneme pro integracni konstantu Cy = 0 a jejim
zpétnym dosazenim do (9.10) potom rovnici prihybové Cary prutu,
kterou je sinusovka

w(zx) = Cysinpx (9.11)

Na tuto rovnici nyni aplikujeme okrajovou podminku platnou na hor-
nim okraji x = [, w(l) = 0, coZ vede k rovnici (9.12)

0= Csinpl (9.12)
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Tato podminka je splnéna, plati-li

a) C1 = 0, pficemZ p a tedy i zatiZeni F' dle (8) miiZe byt libovolné,
coZ odpovida labilnimu stlaCovani

b)sinpl=0 — pl=kr (13) kdek=0,1,...,n

V dalSim se soustfedime na pripad b) popsany (9.13), ktery odpovida
ohybanému prutu. Z mnoziny moznych feSeni vybereme to, které vede

Y v/

tomto pfipadé€ k£ = 1 a na zdkladé (9.13) dostdvame

Dosazenim (9.8) do (9.14) a algebraickou upravou dostavame findlni
vztah (9.15) pro velikost kritické sily F;,

F, EJ
= = F,= Y
EJ, 2

(9.15)

Podminku (9.14) dale vloZime to rovnice prihybové cary (9.12) a
obdrzime

7

w(z) = C}sin 77 (9.16)
Priihyb uprostfed prutu je roven
LT
w (%) =4 sm§ =) (9.17)

kde C) je jakakoliv konstanta. Prihyb zde je tedy neurcity a je
znazornén na predchozim obrazku svislou ¢arou, ktera graficky
predstavuje Eulerovo reSeni.
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9.1 Vliv odchylek od idealniho pripadu

9.1.1 Vliv zakFiveni stiednice a excentrického pasobeni vnéjsiho zatizeni F

Predpokladame stednici pfed zatiZzenim ve tvaru sinusovky

wy(x) = 5Sin§ x (9.18)
3
AJ e
I/‘ 7‘—&
e ?7<L(X) wiz)| o
X 4 )
V. 2o
g5 3/ 8
w(X) \\ X
\ F, F
=
Ohybovy moment M, (x) je roven
M,(x) = Fle + wy(z) + w(z)] (9.19)

a po dosazeni do diferencidlni rovnice prahybové ¢ary (9.5) dostdvame

EJuw"(z) + Fw(z) = —Fe — Fwy(x) (9.20)

Resen{ diferencidlni rovnice (9.20) je uvedeno ve skriptech PPI. Z je-
jiho rozboru vyplyv4, Ze bod rozdvojeni rovnovahy v tomto pripadé
neexistuje. Pi1 zatizeni /' = F;, vSak dochazi k podstatnému zvétSeni

prihybu w.
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9.1.2 Vliv proménlivosti pruiezu a modulu pruznosti E podél stiednice

Bod rozdvojeni rovnovahy a tedy 1 mezni stav vzpérni stability exis-
tuje. Velikost kritické sily F, zavisi na pribéhu funkce EJ, = f(x) -
viz skripta.

9.1.3 Vliv uloZeni prutu

Abychom posoudili vliv ulozeni na velikost kritické sily F), fesSime
ulohu s tuzsimi vazbami, viz obrazek

z
\
B% E o |7
i
X K
!
M,(x) : W(x)
A
777777777
Ohybovy moment M, (x)
My(x) = —Mp + Fw(x) (9.21)

Dosadime do (9.5) a po tpravé dostaneme diferencidlni rovnici prithy-
bové Cary (9.23)

W (z) + o w(z) Mp

St 9.22
EJ, EJ, (9.22)

195



Obecné feseni nehomogenni diferencialni rovnice (9.22) ma tvar
w(zx) = Cysinpr + Cycospr + A (9.23)

kde A je partikularni integral, ktery musi vyhovovat (9.22)

F Mp Mp

— A=—+ = A=— 9.24
EJ, EJ, F ©.24)
Zpétnym dosazenim do (9.23) obdrzime
M
w(z) = Cysinpr + Cycospr + ?B (9.25)

Pro aplikaci jedné okrajové podminky potfebujeme rovnéz derivaci
priahybové Cary (9.25)

w'(z) = Cypcos pr — Cypsin px (9.26)

Pro stanoveni integracnich konstant nyni formulujeme okrajové pod-
minky ulohy:

M M
z=0 w0)=0 — (9.25) ;»0:02+7B = 02:_73

z=0 w(0)=0 —(9.26) = 0=Cp = O, =0

M
r=1 wl)=0 —(9.25) = OZC’lsinpl+C’gcospl+?B

M M M
—?BcospH—TB =0 = ?B(l —cospl) =0
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Predchozi rovnice je splnéna, plati-li

cospl=1 = pl=k-2n k=1,...,n (9.27)

Z mnoziny feSeni pro riiznd k vybirdme to, které vede k minimaln{
kritické sile F}, tj. pro £ = 1. Po dosazeni za p dle (9.8) obdrzime
relaci pro kritickou silu F),

F 4r2EJ
— =21 = F,= Y
By, 2

(9.28)

Ukazuje se, Ze vliv uloZeni na velikost kritické sily F), je podstatny.
Podle druhu uloZeni rozeznavame Ctyfi pripady Eulerova vzpéru, uve-
dené na nasledujicim obrazku

y

- —

I F

\ %

AN
_/
TR

NN
777777777

VAL L L L4 VAL L L L L4 AL L4444 VAL L L L L4
o =% a=T =21 o =21

Vztah pro kritickou silu F), je mozné zobecnit zavedenim soucinitele

uloZeni o ndsledovné )

¢ EJ,
v T 12

(9.29)

Tuhost uloZeni u pripadd na obrazku roste zleva doprava. Pomér kri-
tickych sil pro oba krajni pfipady je 16 : 1, coz je zavislost podstatna.
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9.1.4 Vliv realného materialu

Pfi odvozovani vztahi jsme doposud predpokladali, Ze materidl prutu
je nekonecné pevny a linedrné pruzny. U skute¢ného materidlu miize
meznimu stavu vzpérné stability predchazet mezni stav pruzZnosti, pfi-
padné mezni stav kirehké pevnosti. Pii pevnostni kontrole nas zajima
prvni aktualni mezni stav, ktery nastane pifi nejmensim vnéjSim za-
tizeni.

Podivejme se nyni z tohoto pohledu na tlakové naméhéni prutu z re-
alného materidlu a to bud’ ve stavu tvarném, charakterizovaném mezi
kluzu v tlaku o, ~ o, nebo ve stavu kifehkém, charakterizovaném
mezi pevnosti v tlaku o pgy.

Nejprve se zaméfime na material ve stavu tvarném. Meznimu stavu
vzpérné stability prutu odpovida nasledujici tlakové napéti
F, 920 o’EJ, &°FiZS  o*E  o’E

vTg T T T m2:(qf‘v ©-30)

Ly

kde velic¢ina \ je tzv. Stihlost prutu definovana nasledovné

A= — (9.31)

Relace (9.31) predstavuje tzv. Eulerovu hyperbolu, kterou je mozné
znazornit graficky

Ov
MS VZPERNE STABILITY

Ok

»‘ 7/

BEANNVSANNNN

/ A

MS PRUZNOSTI
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Hodnot€ napéti o, = o odpovidad mezni Stihlost \;,

o’E o’E
Oy =0 — (930) = —FF =0 = )\k: —
)\2 OK
kterd rozdéluje predchozi obrazek na dvé oblasti

1) A< A prutje tlusty a aktudlnim meznim stavem je
mezni stav pruznosti

2) A = )\ prutje $tihly a aktualnim meznim stavem je
mezni stav vzpérné stability

Material ve stavu kirehkém, grafické znazornéni

Oy AN

ORd /§

/ ARd A

MS KREHKE PEVNOSTI

iz
ANNN

MS VZPERNE STABILITY

N\

Hodnoté napéti o, = ors odpovidd mezni Stihlost Az,

2 2
oy =R — (930) = “Z=ops = Ap=4|—
A% O Rd

ktera rozdéluje predchozi obrazek na dve oblasti

1) A < A prutje tlusty a aktualnim meznim stavem je
mezni stav kiehké pevnosti

2) A 2 Ap prut je $tihly a aktualnim meznim stavem je
mezni stav vzpérné stability
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9.2 Pevnostni kontrola primého stlacovaného prutu

Predpokladame, Ze material prutu je ve stavu tvarném, charakterizova-
ném mezi kluzu o . Postup vypoctu je nasledujici

1) Na zdkladé geometrickych charakteristik prutu stanovime polomér
setrvacnosti prifezu prutu 7, a Stihlost prutu A

J, z
— _J )\:_
< .

——
y
Ly

2) Podle typu ulozeni ur¢ime soucinitel « a vypocteme mezni Stihlost
Ak
2
a‘E
AN = —

Ok

3) V zavislosti na prislusné relaci vypoéteme bezpec¢nost bud’ vzhle-
dem k meznimu stavu vzpérné stability nebo vii¢i meznimu stavu
pruznosti

02EJ, F,

a) A=\ F, = 2 kv:kaD
F

b) A< A o= — hp = 2K
S o

Pozn: Vzhledem k vysoké nebezpecnosti mezniho stavu vzpérné stabi-
lity jsou dovolené resp. doporucené bezpecnosti zna¢né vysoké, napr.
kp = 4 resp. 5.

U materialu ve stavu kirehkém se postupuje analogicky.
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9.3 Demonstraéni priklad

Pi.1: Provedte pevnostni kontrolu pfimého prutu osové zatizeného
tlakovou silou F'. Materidl prutu je ve stavu tvarném.

£

60

R &

120

z

1
I/7777777

F=2000N,!=3m, F=2,1-10* MPa, mez kluzu o5 = 350 MPa,
kp =4

Minimélni hlavni centralni kvadraticky moment .J,,,;,,. Z obrazku prifezu
je ziejmé, ze jde o kvadraticky moment J,,

1 1
J, =2.—.5.60°+ —-110-5%> =1.811- 10° mm*
AR T ’ mm

Polomér kvadratického momentu ¢, a Stihlost prutu A
| J, \/1,811 107 [ 3-10°

== = = 12,55 A=—= = 239,0
vV 1150 oo i, 12,55 ’

Podle zpiisobu uloZeni jde o 1. pripad Eulerova vzpéru se soucinitelem

s
2

ulozeni - a =

201



Kriticka Stihlost prutu Ay

2
a?E (2)°E \/772-21-105
A= — =X ={[-E— =N\ = ’ = 38,5
g oL K o b 4 - 350 :

Vzhledem k tomu, Ze skutecna Stihlost prutu A = 239,0 je vétsi nez
kritickd Stihlost A\, = 38,5, aktudlnim meznim stavem je mezni stav
vzpérné stability.

Kriticka sila
o (g);EJy 72, i, g .110;);3211 100N
Bezpecnost
kvz%:%:5,21>/@:4

Prut pevnostné vyhovuje.
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10 NAPJATOST V BODE TELESA

Definice: Napjatosti v bodé télesa rozumime mnozZinu obecnych na-
péti f,, pusobicich ve vSech Fezech p, prochidzejicim timto bodem.

V tvodni kapitole PPI jsme bez dlikazu uvedli, Ze napjatost je urena
tenzorem napéti 7. Nyni se budeme napjatosti zabyvat podrobnéji.
Ptislusné vztahy si odvodime a predchozi vyrok dokdzeme.

10.1 Zakladni vztahy pro napéti v obecném rezu

Zéakladnim krokem ke stanoveni obecného napéti f/; vfezu pjeuvolnéni
elementarniho Ctyfsténu v okoli obecného bodu A soutadnicovymi
rovinnymi fezy a obecnym fezem p a naslednd formulace podminek
statické rovnovahy, viz obr.
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ds,

Poloha obecného fezu p je urCena jednotkovym vektorem normadly €,
jehoz slozkami jsou smérov€ kosiny «,, oy a a;

& =opitoa,j+ak (10.1)
kde

/ / /
Oy = COS O, &, = COS Cky o, = COs @,

Zapsano maticoveé

{a} = |a, a, a.|" (10.2)

Pro smérové kosiny plati znaimy vztah

a; +a)+a; =1 (10.3)
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Vektor obecného napéti f, je vyjadien ndsledovné

—

Jo="Tpowt foyay+ fp-a:

Zapsano maticove

{fp} - ‘fp,:v fp,y fp,Z‘T

Podminky statick€ rovnovahy

Y Fp ot fopdS =0,dS, + 7, dS, + 7., dS. / :

Po upravé s uvazenim % = o, atd. obdrzime

fp,:c = 0y Qg + Tyz Oy + Top O
Analogicky Jow = Tay Qe+ 0y Q4+ Ty 0

fp,z = Tpz Oy + Tyz Qty + 0, Q;

Zapsano maticove

fp,l‘ Ox Ty:r: Tz Oy
Jow | = | Toy Oy Toy |+ | @y
fo- Toz Tyz O .
a symbolicky
{fo} =15] - {a}
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kde veli¢ina T, je tzv. tenzor napéti, ktery je z divodu platnosti véty
o sdruZenosti smykovych napéti (7., = 7,, atd.) vyjadren symetrickou
matici, obsahujici 6 nezavislych prvkl. Z matematického pohledu jde
o symetricky tenzor druhého fadu.

Obecné napéti f, md slozku normélovou o, a smykovou 7,, které
ziskame jako priméty do prisluSnych smérti pomoci skalarnich soucinti

0= fo={a} {f} ={a}" [T} (10.9)

7, =8 f, = {8Y {f,} = {8} [T,){a} (10.10)

Smykové napéti miizeme vypocitat rovnéz pomoci Pythagorovy véty

== 0=\ 2, 4 = (10.11)

Z predchozich vztahti (10.8), (10.9) a (10.10) resp. (10.11) vyplyva, Ze
obecné napéti f, a jeho slozky o, a 7, v libovolném fezu p jsou urceny
tenzorem napéti 7,.

V souladu s avodni definici nim tedy tenzor napéti 7, popisuje
napjatost v okoli obecného bodu A télesa.

Napjatost povaZzujeme za homogenni, jestlize tenzory napéti 7, ve

vSech bodech télesa jsou stejné. Pokud jsou tenzory v bodech télesa
rizné, jedna se o nehomogenni napjatost.

206



10.2 Hlavni roviny, hlavni napéti a hlavni sméry

Definice: Hlavni rovina je takova rovina, kde nepusobi smykové
napéti. PrisluSné norméalové napéti se nazyva hlavnim napétim a
odpovidajici smér hlavnim smérem.

Predpoklddejme nyni, Ze rovina p; je rovinou hlavni, ve které pisobi
hlavni napéti o;, viz obr.

y

fp X

Oy

Obecné napéti f,; je potom rovno normélovému, tj. hlavnimu napéti
o; a ma smér normdly €, ; hlavni roviny p;

oi=oie  Afu}=oi{a) (10.12)
a pro jeho slozky plati

fox=0iami; foy=0icyi; f.=00. (10.13)
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Po dosazeni (10.13) do (10.6) a formalni algebraické uprave obdrzime
soustavu rovnic (10.14), ke které pripojime znamy vztah pro smérové
kosiny

(00 — 04) Qi+ Typ Qi+ Tog 0tz = 0

Toy Qi + (0y — 00) i + 7oy 0z =0 (10.14)

Tyz Qg + Tyz Qly g + (O_z - Jz’) Qi = 0

a; + agﬂ. +al, =1 (10.15)

Relace (10.14) pfedstavuji soustavu homogennich linearnich rovnic
pro stanoveni smérovych kosinli hlavni roviny p; s hlavnim napétim
o;. Aby feSeni nebylo trividlni, tj. o, ; = o,; = a,; = 0, coZ je v
rozporu s (10.15), musi byt determinant soustavy (10.14) nulovy, coz
znamena, ze tyto tfi rovnice jsou linedrné zavislé

Tey Oy —0i  Tay =0 (10.16)

Vydislenim determinantu obdrZime tzv. charakteristickou rovnici
(10.17)

o) — A1 or+Nyo;— A3 =0 (10.17)

kde A1, Ay a Az jsou tzv. invarianty tenzoru napéti T,,, jejichz
hodnota se neméni pfi ortogondlni transformaci soufadnicového sys-
tému

Ay =0, +0,+0;
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O-.T TCL' 0 TZ O-l' TZQ?
Ay = (I R (10.18)

Try Oy Tyz Oz Tzx Oz

Or Tay Tz

'S
|

Tey Oy Tyz

Toz Tyz Oz

Hlavni napéti o; jsou potom koreny kubické charakteristické rovnice
(10.17). Je mozné dokazat, ze v tomto piipad€ jsou vSechny tfi koreny
o1, o7 a oy redlnd Cisla. Dale zavedeme nové Ciselné indexy 1, 2 a
3, tak, aby platila relace

01 z 09 z 03 (1019)

VeliCina o, se nazyva maximalni hlavni napéti, o, je stredni hlavni
napéti a o3 je minimalni hlavni napéti.

Poloha piislusnych hlavnich smérii se stanovi pomoci vybranych dvou
rovnic ze soustavy (10.14) a z rovnice (10.15). Pro hlavni smér 1,
prislusejici hlavnimu napéti o, dostdvame soustavu rovnic

Tay Qug +(0y —01) 1+ 7oy a1 =0 (10.20)
2 2 2
ax,l + Qy,l + az,l =1

Ze které vypocteme smerové kosiny o, 1, o, 1, &, 1 sméru 1
x? y? Z?
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Analogicky postupujeme pii stanoveni smérovych kosinl o, 2, oy 2,
o, 2 hlavniho sméru 2 a smérovych kosinl «, 3, o, 3, o3 hlavniho
sméru 3.

Pokusme se nyni stanovit vzdjemnou polohu sméra hlavnich smért 1,
2 a 3. Pro tento ucel vyuZzijeme rovnic (10.12) a (10.8)

{foi} = 0i{ai} = [T] {ai} (10.21)

Rovnici (10.21) nyni aplikuyme na hlavni napéti o; a potom na o

o1 {ar} = [T;] {ai} / {aa}!

oy {aa}! {a1} = {ax}! [T,] {on} (10.22)

oy {ao} = [T,] {an} / {ar}"

oy {a M {aw} = {a} [T,] {as)} (10.23)
Kdyz odecteme rovnici (10.23) od rovnice (10.22) obdrzime po upravé

(01 — 09) {ag}! {an} =0
Analog. (o9 — 03) {as}! {an} =0 (10.24)

(03 — 01) {an}" {az} =0
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Z predchozich vztaht plyne, Ze pokud velikost dvou hlavnich napéti
je stejnd, musi byt vzdjemnda poloha odpovidajicich hlavnich sméra
kolmd. V ptipadé rovnosti hlavnich napéti mize byt vzdjemny dhel
odpovidajicich hlavnich smérua jakykoliv a tedy miize byt i kolmy.

Z této analyzy vyplyva, Ze v bod¢ télesa A lze vidy vést tfi navzdjem
kolmé hlavni sméry 1, 2 a 3 ve kterych plisobi hlavni napéti o1, o, a
03.

Napjatost v bodé télesa muzeme tedy vyjadrit pomoci hlavnich na-
péti o1, o2 a o3 pusobicich v tfech vzajemné kolmych hlavnich
smérech, jejichz poloha je urcena tremi nezavislymi smérovymi
kosiny. Tato skutecnost souvisi s existenci tii podminek pro soucet
ctvercd smérovych kosinll a tfi podminek ortogonality pro pouZity
hlavni pravouhly soufadnicovy systém.

Odvozené vztahy nam nyni dovoluji prejit z obecného souradnicového
systému x, y a z k hlavnimu soufadnicovému systému 1, 2 a 3, ve
kterém ma tenzor napéti 7, pouze ti1 nenulové Cleny v podobé hlavnich
napéti oy, oy a 03, lezicich na hlavni diagonale. Tato skutecnost vede
ke znacnému zjednoduSeni matematickych formulaci, coZ vyuZijeme
v dalSich kapitolach.
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10.3 Hlavni souradnicovy systém, vztahy pro obecné napéti a jeho slozky

NaSim cilem je nyni stanovit obecné napéti f, a jeho slozky o, a 7, v
obecném fezu p, jehoz poloha je urena smérovymi kosiny o, as a as,
viz obr.

GO

V hlavnim soufadnicovém systému plati formalné stejné vztahy, které
byly odvozeny pro obecny soufadnicovy systém. Pfi ur¢eni obecného
napéti f, vyjdeme z rovnice (10.8)

U} = To] {a}

Vyjadfeno maticové
fp,l 01 0 0 o
Jo2|=10 o2 0| ]a (10.25)

J3 0 0 o3 ag

Slozky obecného napéti jsou potom rovny

Jo1 = 0101 Jp2 = 02019 Jp3 = 0303 (10.26)
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Pro velikost obecného napéti f, dostavame vztah

o= \/afoz% + o503 + o3l (10.27)

Normalové napéti je dano primétem obecného napéti f, do normaly
roviny, coz realizujeme pomoci skaldrniho souc¢inu

0101

oy ={a} {f,} = len as ag| - | o205

0303

0, = 0107 + 0205 + 03053 (10.28)

Smykové napéti 7, v obecn€ roviné p potom vypocteme pomoci Py-
thagorovy véty

— \/(01 — 09)%2a3a3 + (09 — 03)2a3a3 + (03 — 01)%a3at  (10.29)

V teorii plasticity hraje vyznamnou roli tzv. oktaedricka rovina, jejiz
normdla svird se soufadnicovymi osami stejny uhel. PfisluSné smy-
kové napéti 7, dostaneme dosazenim odpovidajicich smérovych kosina

] = Qg = Q3 = Qy = % do predchozi rovnice

7'0:é\/(O’l—0'2)2—|-<O'2—O'3)2+(0'3—0'1)2 (10.30)

213



10.4 Znazornéni napjatosti v Mohrové roviné, Mohrovy kruznice

Jednim z atributt symetrickych tenzorti druhého fadu, jakym je tenzor
napéti 7;, je moznost grafického znazornéni prislusného stavu (napja-
tosti), v naSem piipad€ v Mohrove rovin€ o, 7,. Za u¢elem odvozeni
potifebnych vztahi feSme nyni nédsledujici inversni tlohu:

Napjatost je dana hlavnimi napétimi oy > o9 > o3. Dédle jsou dana
dv€ Cisla, ktera predstavuji normalové napéti o, a smykové napéti 7,
v obecném fezu p. Mame zjistit, zda takova rovina redlné existuje
a v kladném piipadé stanovit jeji polohu. Ulohu fe$ime v hlavnim
soufadnicovém systému 1,2 a 3.

O

Pro matematickou formulaci ulohy vyuzijeme rovnice (10.27) a (10.28),
doplnéné o zndmy vztah pro soucet ctvercli smérovych kosina

2 2, 2.9, 29 2 2 _2
oiay +oya; oz = f=0,+7,

o107 + 0905 + 0305 = 0, (10.31)

2 2 2
aj +a;+az =1
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Jde o soustavu 3 linedrnich rovnic pro stanoveni ¢tverci smérovych

kosind a?, a3 a a3, které 1ze vypocitat napi. Cramerovym pravidlem

2 2 2 2
Jp-|—7'p 05 op
Op 09 03
oD 1 11
1= —
Dyg 0% 0% 032)
01 09 03
1 1 1

Po provedené algebraické upravé obdrzime

2 Dy 7'5 + (0, — 02)(0, — 03)
1

_DS B (0'1—0'2)(0'1—0'3)

Dy 72+(0p_01)(0p_03)
Analog. ay=—=-L (10.32)

& 2 DS <0'2—0'1>(0'2—0'3)
02— Ds _ 7'3 + (0, — a1)(0), — 02)
3 DS (0'3—0'1)(0'3—0'2)
Pro Ctverce smérovych kosinti plati nasledujici vztahy:

0ai<1 0Za351 0Za551 (10.33)

Predpokladame-li relaci 0y > 09 > o3, potom pro splnéni levych
nerovnosti v predchozim vztahu (10.33) musi v souladu s (10.32) platit

Tg—l- (0, —09)(0, —03) 20 T§+ (0, —01)(0, —03) £ 0
724 (0, — o1)(0, — 03) 2 0 (10.34)

p
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Prvni ze vztaha (10.34) 1ze forméalné upravit nasledovné

0/2) —o,(09 + 03) + 7‘5 + 0903 = 0

o9 + 03\ 2 09 4+ 03\ 2
(ap— 2 3) +T2—( 2 3) + 0903 = 0

2 p 2
2
02+032 09 — O3
(Op_ > >+Tf?§< > )
01+ 03 2 9 01 — 03 2
Analog. (ap— : >+Tp§< . ) (10.35)

Rovnice (10.35) vymezuji v Mohrov€ roviné€ o,, 7, oblast mezi tzv.
Mohrovymi kruznicemi. Pravé strany nerovnosti (10.33), které jsme
zde neuplatnili, tuto skuteCnost neovliviuji (viz skripta).

iy
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Oblast mezi Mohrovymi kruZnicemi, véetné nich znazornuje slozky
napéti o,, 7, ve vSech fezech p, které miiZeme bodem télesa vést,
graficky tedy vyjadruje napjatost v bodé télesa.

Z obrazku nazorné vyplyvaji vztahy pro maximdlni normalové napéti

Opmazx & Tpmax

Opmaxr — 01 Tmax — % (1036)

V roviné maximdlniho smykového napéti ptisobi rovnéZ normalové
napéti o, ;.

o1+ 03
O' T - —
PyTmax 2

(10.37)
Polohu roviny maximalniho smykového napéti 1ze vypocitat dosaze-
nim 7, ;a0 @ 0 7,,,, 40 rovnic (10.32)

V2 V2

051:Z|Z7 052:0 053:Z|27

Vektor normaly roviny maximalniho smykového napéti 7, .4, je sy-
metralou hlavnich sméru 1 a 3, viz obr.
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10.5 Zvlastni pripady napjatosti

10.5.1 Rovinna napjatost

Pti rovinné napjatosti je jednou z hlavnich napéti rovno nule. V naSem
pripadé necht’ o;;; = 0. = 0. Do hlavniho sméru III vloZime obecnou
soufadnicovou osu z. Hledejme nyni obecné napéti f,; a jeho slozky o,
a 7, v fezu p, rovnobéZném s osou z, jehoz normdla ¢, svird s osou x
thel p, viz obrazek. Smykové napéti 7, v fezu p pfitom povazujeme za
kladné, otaci-li elementem v fezu ve sméru hodinovych rucicek.

y

Jelikoz smér z je smérem hlavnim, plati pro slozky napéti v prislusné
hlavni roviné

o.=or=0 Tox = Toy = 0 (10.38)

a tenzor napéti 7, ma v tomto pripad¢ tvar
Op Ty 0
To=| Ty oy 0 (10.39)
0 0 0
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Obecné napéti f, a jeho slozky vypocteme aplikaci obecného vztahu
(10.8) - { f,} = |15] {a}, ktery musf platit i pro rovinnou napjatost

fp,x Or Tay 0 COS
fou | =Ty oy 0] sing (10.40)
f,o,z 0O 0 O 0

Slozky obecného napéti jsou rovny
Jox = 04COSQ + Tpysin g

Joy = Tuy oS + oy sing (10.41)

fp,z =0

a velikost obecného napéti f, stanovime pomoci Pythagorovy véty

fo= \/ et I3y =

= \/(ax COS  + Tyy Sin )2 + (T4, cOS @ + 0y sin )2 (10.42)

Normalové napéti o, ziskdme jako prumét obecného napéti f, do sméru
normdly fezu ¢, pomoci skaldrniho soucinu

O COS O + Tyyy SIN

o, ={a} {f,} =] cosp sinp |-

Tyy COS  + 0y SIN @
— 2 ; in2 . —
= 0, COS™ Y + 2Ty, SIN  COS P + 0, SIN” Y =

_Ox ; o n g ; Oy CO8 20 + Ty 510 200 (10.43)
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Smykové napéti 7, predstavuje primét obecného napéti f; do te¢ného
sméru 7 definovaného smérovymi kosiny {5}:

{8} = |cos(90 — @) cos(180 — )| = |sing — cosp|"

Oy COS Y + Tyy SIN

T, = ‘ singp —cosp | -

Try COS 0 + 0y SIN @
= 0, SIn Y cos © + T, sin’ o — Ty cos® (p — 0, COS P 8in =
y y Y

_ s ; %Y gin 2 — Ty COS 20 (10.44)

Poloha hlavniho sméru I se urci z definice pfislusné hlavni roviny

7,=0= Or — 9y SIN 20 — Tyy COS 2001
2T, 1 2T,
tan 2¢p; = Toy 7 = — arctan Tay (10.45)

Odpovidajici hlavni napéti o; potom odpovida normédlovému napéti v

této hlavni roviné

Or+0y 0y — 0y
2 2

or=0,(p=wr1) = cos 21 — Ty sin 2¢p7 (10.46)

Hlavni smér II je k hlavnimu sméru I kolmy, tedy ¢;; = ¢r + 5 a
prislusné hlavni napéti ¢ ; je rovno

Oy +0y Op—0O
_|_
2 2

Y cos 2011 — Ty SN 2007
(10.47)

o =o,(p = or1) =

Rovnice (10.46) a (10.47) predstavuji v Mohrove roviné rovnici kruz-
nice. Uhlu ¢ mezi dvéma sméry resp. mezi dvéma fezy p a p’ odpovida
dvojnasobny smérovy uhel 2¢o na Mohrové kruznici.
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PrisluSnou Mohrovu kruZnici miZeme nakreslit bud pomoci vypodcte-
nych nenulovych hlavnich napéti o; a oy,

Tp

Om=03 Op=02 O1= 01 Gp

nebo graficky, pomoci slozek napéti ve dvou vzijemné kolmych fezech
ray

2,010 Y
G, B
. — 1, (¥)

\ Y
Oy 01

Ox X
ﬂ/

T
XY « \ Gy
Oy

Po stanoveni obou nenulovych hlavnich napéti o; a o;; zavedeme nové
oznaceni pomoci arabskych Cislic 1, 2 a 3 tak, aby byla splnéna pro nas
J1Z zndma relace oy > o9 > o3. V prikladu uvedeném na predchozim
obrazku dostavame pro nenulova hlavni napéti o a o9 nasledujici vztah

2
oLy = % + (%) +72 (10.48)
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10.5.2 Prutova napjatost a prosty smyk

Jde o specifické pripady rovinné napjatosti. U prutové napjatosti je
element zatiZen nasledovné

y
Txy < Tp
GX /]\ GX =0 77N
l X O3
Ty =T (y)

O, 0.\ 2 o o\ 2
Ty =k \/(?) +13, =k \/<§) 72 (10.49)

U prostého smyku je jedinym nenulovym napétim smykové napéti
Ty = T. ZatiZeni elementu a odpovidajici Mohrova kruznice vypadaji
nasledovné

y
O3 01
/N Txy (P1=45°
/ \\BI(// { (0))) O
\I\ T X O3 o,
cyrxyév’ 03 Ty 2Q1= 45°

Pro nenulova hlavni napéti oy a o3 plati

013 = Ty = =T (10.50)
Hlavni sméry 1,2 pritom sviraji se zdkladnimi osami z,y thel 45°.
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10.6 Klasifikace napjatosti
Typ napjatosti zavisi na hodnotach hlavnich napéti. Pri nasich dva-

hach stale predpokladame platnost relace oy > 09 > 03.

a) Trojosa (prostorova) napjatost - 3D. Vsechna tfi hlavni napéti
jsou nenulova

- obecna

Vsechna hlavni napéti jsou vzajemné riznd, tedy oy # oy # 03

Tﬁz Tp T Tp
I
o1
‘ég Op c, O3 G2 O1 o,
- polorovnomérna

Dv¢ hlavni napéti jsou stejna

02 Tp Tp Tp
l o [\ [
03 T

= 9
4 G, 6, O3 61=02 Op

- rovnomeérna

VsSechna hlavni napéti jsou stejnd 0y = 09 = 03

ft52 TLAKOVA TAHOVA
T, T

G1
/63

e

Gp 01=02=03 Op
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b) Dvojosa (rovinna) napjatost - 2D. Jedno hlavni napéti je nulové,
O; = 0

- obecna

Obé¢ nenulova hlavni napéti jsou vzajemné riiznd

fsz Tp Tp Tp

G1

B B

- rovnomeérna
Obé€ nenulova hlavni napéti jsou stejna

TLAKOVA

TAHOVA
G2 Tp Tp
01 N
[ —
Op
G, 03

G1=02

- prutova

Napjatost je urCena slozkami napéti o a 7 na jedné sténé elementu
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- smykova

Na element plisobi pouze smykové napéti 7

— Ty

¢) Jednoosa (primkova) napjatost - 1D. Dvé hlavni napéti jsou nulova

- tahova

Nenulové hlavni napéti je tahové

Tp
¢
—_
02=03 61=0 g,
- tlakova
Nenulové hlavni napéti je tlakové
Tp
9
<_
03=0 62=01 G,
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11 MEZNI STAVY MATERIALU

Omezime se na podminku mezniho stavu pruznosti pro material ve
stavu tvarném a podminku mezniho stavu kiehké pevnosti pro ma-
terial ve stavu kirehkém.

11.1 Mezni stav pruznosti

Jde o takovy mezni stav (MS), po jehoZ prekroceni vznikaji v bodé
télesa prvni plastické deformace. Prislusnd podminka se v literatuie
nazyva také podminka plasticity.

Pfi jeji formulaci vyjdeme ze zédkladniho poznatku teorie dislokaci,
dle kterého k plastické deformaci dochazi, jestlize smykové napéti v
urcité (vhodné) krystalografické skluzové roviné dosahne kritické
hodnoty 7,;:. Pfeneseme-li tuto mySlenku do prostfedi mechaniky
kontinua, lze tvrdit, Ze o vzniku plastickych deformaci rozhoduje smy-
kové napéti v jisté charakteristické roviné.

11.1.1 Podminka plasticity maximalniho smykového napéti 7,,,.

V tomto piipadé je onou charakteristickou rovinou rovina maximal-
niho smykového napéti 7,,,,.. Jde pfitom o prvotni podminku plasti-
city pfi monotonnim zatézovani z nezatizeného stavu. PtisluSnou pod-
minku Ize slovné vyjadfit nasledovné:

Mezniho stavu pruznosti je dosazeno, jestlize maximalni smykové
napéti 7,,,.. dosahne mezni hodnoty 7, , ktera je materialovou
charakteristikou. Nezavisi tedy na stavu napjatosti a lze ji proto
stanovit na zakladé tahové zkousky.
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Vyjadfeno matematicky s naslednou aplikaci zndmého vztahu (10.36)
01—03

pro maximalni smykové napéti 7,,,,, = =5

01 — 03
2

Tmaxr — TMK — (111)

Tento vztah nyni v souladu s predchozim postulatem aplikujeme na
zkouSku tahem

0|1 = 0f oy =03 =0 (11.2)

Po dosazeni (11.2) do (11.1) obdrZime relaci pro mezni napéti 75

OK

TMK — 7 (113)

které dosadime do (11.1), ¢imz ziskdme po jednoduché algebraické
upravé findlni podminku plasticity 7,,,., v bod¢ télesa. Pritom pied-
pokladame platnost relace o1 > 09 > 03

01— 03 =0k (11.4)

V literatufe je tato podminka nékdy oznacovana jako Trescova pod-
minka plasticity dle pivodniho autora. Jejim zajimavym rysem je
skuteCnost, ze nezavisi na velikosti stfedniho hlavniho napéti o.
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Pfedchozi podminku je mozné graficky vyjadrit v Haighové prostoru
hlavnich napéti o, o2 a o3. Pii grafickém zndzornéni neni splnéna
podminka o; > 09 > o3. V zavislosti na poloze prisluSného bodu v
Haighové prostoru je mozné formulovat Sest nasledujicich podminek

01—02§0K 02—01§0K
0y — 03 = 0k 03 — 09 = 0 (11.5)
03—01§0K 01—03§0K

z nichz kazda predstavuje rovinu a spolu vytvareji povrch Sestibokého
hranolu s osou v symetrale prostoru oy = 09 = 03, viz obrazek

O3

Pro rovinnou napjatost (o3 = ) obdrzime mezni kfivku ve tvaru Ses-
tithelnika, ktery vznikne jako priiseCnice mezni plochy (hranolu) se
soufadnicovou plochou o, o9.

0]
Ok

Ok

(o)
Ok

Ok
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Podminku plasticity 7,,.. 1ze rovnéz graficky vyjadfit v Mohrové
roviné o,, 7, formou mezni pfimky ve vzddlenosti %, jak plyne z
rovnice (11.4) vydélené dvéma

01— 03 o oK

=% (11.6)

O3 O3 (o) (o) Gp

Maximalni Mohrovy kruznice se pti dosazeni MS pruznosti této mezni
primky dotykaji.

V ptipadé prutové napjatosti ma s ohledem na vztah (10.49) pro hlavni

napéti o5 = & 1/ (%)” + 72 podminka plasticity 7,4, ndsledujici
tvar

2
01—03—2-\/(%> + 712 =Vo?+412 = 0og (11.7)

U smykové napjatosti vypada podminka plasticity nasledovné

T =Tk (11.8)

kde veli¢ina 75 se nazyva mez kluzu ve smyku.

S ohledem na relaci (10.50) pro hlavni napéti - o1 3 = =7 dostavame
nasledujici relaci pro mez kluzu ve smyku dle podminky plasticity

Tmaa:

0'1—0'327—(—7'):2T:27'K:UK:>TK:U7K (11.9)
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11.1.2 Podminka plasticity oktaedrického smykového

napéti 7o
V tomto pripad€ je onou charakteristickou rovinou rovina oktaedricka
se smykovym napéti 7,. Jde opét o prvotni podminku plasticity pfi mo-
notonnim zat€zovani z nezatizeného stavu. PfisluSnou podminku Ize
slovné vyjadrit nasledovné:

Mezniho stavu pruznosti je dosazeno, jestlize oktaedrické smy-
kové napéti 7, dosahne mezni hodnoty 7o g, ktera je materialovou
charakteristikou. Nezavisi tedy na stavu napjatosti a Ize ji proto
stanovit na zakladé tahové zkousky.

Vyjadfeno matematicky s naslednou aplikaci vztahu (10.30) pro okta-
edrické smykové napéti 7, = %-\/(01 — 09)? + (09 — 03)%2 + (03 — 01)?

1
Ty = 3 \/(01 —09)2+ (09 —03)> 4+ (03— 01)? =710 (11.10)

Tento vztah nyni v souladu s predchozim postulatem aplikujeme na
zkouSku tahem

01 = 0K o9 =03 =0 (11.11)

Po dosazeni (11.11) do (11.10) obdrzime relaci pro mezni napéti 7o

V2

5 0K = T0K (11.12)

které dosadime do (11.10), ¢imz ziskdme po jednoduché algebraické
upravé findlni podminku plasticity 7,.; v bod¢ télesa.
V2

7- \/(0'1—02)2+(02—03)2+(03—01)2:UK (11.13)
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V literatufe je tato podminka n€kdy oznacCovédna podle autorti jako
podminka HMH (Hencky, Mises, Huber), pfipadné jako podminka
Misesova.

Pfedchozi podminku (11.13) je mozné opét graficky vyjadrit v Hai-
ghové prostoru hlavnich napéti o1, o2 a o5. Vztah (11.13) po umoc-
néni predstavuje rovnici valcové plochy s osou v symetridle Haighova
prostoru o; = 09 = 03, viz obrazek

O3

Viélcova mezni plocha plasticity dle podminky 7,;; je opsdna mezni
ploSe ve tvaru Sestibokého hranolu, pfislusejici predchozi podmince
plasticity 7,4

Pro rovinou napjatost (o3 = 0) obdrZime mezni kiivku ve tvaru elipsy,
kterda vznikne jako prisecnice mezni plochy (vilce) se soufadnicovou
plochou o, 09. Tato kfivka je op€t opsdna mezni kiivce ve tvaru
Sestithelnika, prisluSejici podmince plasticity 7, .

231



Za ucelem grafického vyjadieni podminky plasticity 7,,; v Mohrové
roviné zavadime tzv. Lodeho parametr u., vyjadiujici velikost stied-
niho hlavniho napéti o5 nasledovné

o1+ 03 o1 — 03
o THe T

Ty = (11.14)

Vyjadiime-li o9 v podmince (11.13) pomoci Lodeho parametru dle
(11.14), dospéjeme po algebraické upravé k formalné jednodusSimu
tvaru podminky plasticity 7,x;

20’[(
V3 + 1

pomoci kterého, po vydé€leni dvéma mliZeme parametrickou formou
graficky znazornit podminku plasticity 7,;; v Mohrové roviné

(11.15)

01— 03 =

01— 03 OK
_ (11.16)
3 V3 + 1
Tp
777777

Ok
Ok
\3 5

01+ O3

01 =02 O2=

Z porovnani vztahd (11.4) a (11.15) vyplyvéa, Ze nejvétsi rozdil mezi
podminkami plasticity T,k a Tina, je v pHpade i, = 0 (02 = 227, kdy
na pravé strané rovnice (11.15) vystupuje 1, 155 o, coZ predstavuje
rozdil mezi obéma podminkami 15,5%. V piipad€ |u,| = 1 jsou obé&
podminky plasticity shodné.
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V piipad€ prutové napjatosti s ohledem na vztah (10.49) pro hlavni

napéti
o A
01,3—§i\/(§) + 72

a s uvaZzenim o, = 0 po dosazeni do (11.13) ma podminka plasticity
Tokt Nasledujici tvar

Vo2 +3m2 =0k (11.17)

U smykové napjatosti vypadd podminka plasticity nasledovné

=Tk (11.18)

kde veli¢ina Tx se nazyva mez kluzu ve smyku.

Po dosazeni (11.18) do (11.17), s uvdzenim ¢ = 0 dostdvame po
jednoduché formalni tprave nasledujici relaci pro mez kluzu ve smyku
Tx dle podminky plasticity 7,z

e = 0—\/2 (11.19)
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11.2 Mezni stav kirehké pevnosti

Jde o takovy mezni stav (MS), po jehoZ dosazeni je celistvost télesa
poruSena krehkym lomem.

P11 matematické formulaci podminky MS kiehké pevnosti vyjdeme z
poznatkli lomové mechaniky. Kiehky lom vznikd iniciaci a rychlym
Sitenim trhliny, vytvérejici lomovou plochu. O vzniku a Sifeni trhliny
rozhoduje normalové napéti napéti o, a smykové napéti 7, v cha-
rakteristické roviné p pred celem trhliny. Zatimco normalové napéti
o, vede k otevirani trhliny, smykové napéti 7, prispiva ke vzniku plas-
tick€ zony pred Celem trhliny. V rdmci mechaniky kontinua je mozné
podminku MS kiehké pevnosti postulovat nasledovné:

O vzniku mezniho stavu kiehké pevnosti rozhoduje norméalové na-
péti o, a smykové napéti 7, v charakteristické roviné p.

Podminku takového MS stavu je potom moZné matematicky vyjadfit
nasledovné

Ao, + Br,+C =0 (11.20)

Zde vystupujici velic¢iny A, B a C' jsou materidlovymi charakteristi-
kami.

Déle se zaméiime na podminku MS krehké pevnosti MOS, ktera

je kombinaci podminky maximalniho hlavniho napéti a Mohrovy
podminky.
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Podminka MS krehké pevnosti maximalniho hlavniho napéti:

V tomto pfipadé€ je charakteristickou rovinou p rovina maximalniho
hlavniho napéti o;. SloZky napéti o, a 7, v hlavni v této roviné jsou
rovny

o, =01 7, =0 (11.21)

coz dosadime do obecného vztahu (11.20) a dostavame

C
A +C=0 = o1=-— (11.22)

Konstanty v tomto vztahu stanovime z podminky pfi tahové zkousSce

C
op=0p 09=03=0 — (11.22) = _Z:JRt (11.23)

a po dosazeni do (11.22) obdrZzime podminku MS kiehké pevnosti
maximalniho hlavniho napéti ve finalnim tvaru

o= OR (11.24)
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Mohrova podminka MS kiehké pevnosti
Charakteristickou rovinou p je v tomto pfipadé rovina maximélniho
smykového napéti p;, . se slozkami napéti o, a 7, dle (10.37) a (10.36)

01 1+ 03 o1 — 03
0‘ —_— ’7’ _—
P 2 P 2

(11.25)

Po dosazeni do rovnice (11.20) a formalni algebraické upravé dosta-
vame

01+ 03

01— 03 1
B cC=0 /=
o TP T /A

01+ 03 B01—0'3 C
— — =0 11.26
S (11.26)

A

Dvé neznamé konstanty % a % stanovime aplikaci pfedchozi rovnice
na ptipad tahové a tlakové zkousky.

Tahova zkouSka: o7 = op; ogy=03=0 — (11.26) —

opg Bop C
—+——+—=0 11.27
> TAT2 A (11.27)
Tlakova zkouska: 01 =09 =0 o03=—0p; — (11.26) —
ore B ops C
—_— - — 4+ == 11.28
> Tag T (11.26)
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Z rovnic (11.27) a (11.28) vypocteme dvé nezndmé materidlové kon-
stanty % a %, které dosadime do rovnice (11.26). Po forméalni al-
gebraické upravé obdrzime konecny tvar Mohrovy podminky MS
krehké pevnosti

01 — X03 = Opy (11.29)

kde materialovy parametr s je definovan jako podil mezi pevnosti v
tahu a tlaku nasledovné

=2 (11.30)

ORd

Kombinovana podminka mezniho stavu kirehké pevnosti MOS ma
potom tvar

max{o; — »#03,01} = Oy (11.31)

Pti grafickém zndzornéni podminky MS kiehké pevnosti MOS v Hai-
ghové prostoru uplatnime zvlast Mohrovu podminku a zvlast pod-
minku maximdlnich hlavnich napéti s tim, ze pfi grafickém zndzornéni
neni automaticky splnéna relace o1 > 09 > o3, vZdy zaleZi na poloze
adekvatniho bodu v Haighové prostoru.
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Pro Mohrovu podminku pak dostdvame v souladu s (11.29) nésleduji-
cich Sest relaci

01— %0y S Op 02 — %01 = Opy
09 — x03 S opp 03— 0y S Opy (11.32)
03 — #01 = ORy 01— 203 = ORy

z nichz kazda predstavuje v Haighové prostoru rovinu, které spolecné
vytvareji povrch Sestibokého jehlanu s osou na symetrile prostoru
01 = 09 = 03.

Podminka maximalnich hlavnich napéti pak vede ke tfem vztahtim

01 § O Rt 09 § ORt 03 é ORt (11.33)

znichz kazdy predstavuje rovnici roviny a ty spolu tvoii trojboky jehlan
s 0osou na symetrale prostoru o; = 09 = 03.

Vyslednd mezni plocha MS kiehké pevnosti MOS je potom dédna pri-
nikem meznich ploch Mohrovy podminky a podminky maximélnich
hlavnich napéti, viz obrazek

0)) /(5

G
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Grafické zndzornéni podminky MS kiehké pevnosti MOS sestava z
teCny k Mohrovym kruznicim, odpovidajicim kifehkym pevnostem v
tahu a tlaku, stanovenym tahovou resp. tlakovou zkouSkou (Mohrova
podminka) a z pifimky kolmé k ose o, (podminka maximalnich hlavnich
napéti) - odvozeni viz skripta PPII.

T

ORd O3 G2 O1 ORt Gy
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12 PODMINKY BEZPECNOSTIL, PROSTA BEZPECNOST, RE-
DUKOVANE NAPETI

Necht’ je napjatost v obecném bod€ A télesa pii provoznim stavu P
urcena hlavnimi napétimi o1 > 09 > 3. NaSim cilem je stanovit bez-
pecnost vici aktudlnimu meznimu stavu (MS pruZnosti resp. mezni
stav kirehké pevnosti). Problém je moZné feSit na zdkladé geometric-
kych predstav v Haighové prostoru (viz obr.) a to pomoci vzdalenosti
prislusného bodu P od mezni plochy. Odvozeni provedeme pro pod-
minku mezniho stavu pruznosti oktaedrického smykového napéti 7+,
graficky znazornénou plochou plasticity ve tvaru valce, viz obrazek

02

M1(G1m,02m,03m)

obecna zatézovaci
draha

Pro exaktni feSeni potfebujeme znét prib&hy hlavnich napéti v zavis-
losti na zaté€Zovani - 01(Z), 02(Z) a 03(Z), coz predstavuje v Haighové
prostoru tzv. obecnou zatéZovaci drahu. Jeji prisecik M; s plochou
plasticity urCuje hlavni napéti o), o257 a 0337, odpovidajici meznimu
stavu pruznosti. V pfipadé, ze zatéZovaci dradhu nezndme, mizZeme
predpokladat tzv. prosté zatézovani s primkovou drahou, vedouci k
praseciku M, pfipadné nejkratsi primkovou pretéZovaci drahu kol-
mou k mezni ploSe (1/3). Podle toho jakou zatéZovaci drahu zvolime,
dostaneme bezpecnost obecnou, prostou ¢i minimalni.
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Bezpecnost (koeficient bezpecnosti) v provoznim stavu P lze vyjadfit
takto

OM, OP+PM, _  PM
OP OP OpP

\/(01M — 01)? + (0opr — 02)? + (o301 — 03)?

=1+
\/a%—kag—kag

(12.1)

V béZnych pruznostné-pevnostnich vypoctech urCujeme prostou bez-
pecnost pro piimkovou zatéZovaci drdhu, kde hlavni napéti rostou
proporcialné. Pro bezpecnost potom plati
o o o
ko = M _ oM _ OsM (12.2)

01 02 g3

Po dosazeni (12.2) do podminky plasticity oktaedrického smykového
napéti 7,.: (11.13) obdrZzime

V2

5 \/(01M — ooy )? + (o2nr — 03m)? + (030 — 010)? = 0k
V2
ki 7 \/(0‘1 — 0'2)2 + (0'2 — 0'3)2 + (0'3 — 0'1)2 =0k

— OK O'K
\/75 \/(01 - 02)2 + (02 - 03)2 + (0'3 — 0'1>2 Ored

ki

kde veli¢ina o,.4 je redukované napéti, definované nasledovné

2
Ored = g \/(O‘l —02)2+(02—03)2+(03—01)2 (12.4)
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V pripadé aplikace podminky plasticity maximélniho smykového na-
peti 7,4, dostdvame v souladu se (11.4) pro redukované napéti o,.4
nasledujici vztah

Ored = 01 — 03 (125)

Z relaci (12.4) a (12.5) je zieymé, Ze redukovand napéti jsou déana for-
malné stejnymi vztahy jako jsou prislusné podminky plasticity, pouze
misto hlavnich napéti o;,/, 02y @ o337 Vv meznim stavu M tu figuruji
napéti o1, o9 a 03 ve stavu provoznim P.

V souladu se vztahem (12.3) je mozné vyslovit nasledujici definici
redukovaného napéti o,..4:

Redukované napéti o,.4 je hodnota napéti fiktivni tahové napja-
tosti, prirazené napjatosti prostorové tak, Ze prosta bezpecnost je
vzhledem k mezi kluzu o stejna pro prostorovou i pro fiktivni
tahovou napjatost.

Tuto skutecnost je mozné graficky znazornit nasledovné

02
] Z |
L/ oF) _ | Ored
<~ o3| 1— = <t | —
| I
/__ - e

Pozor, tuto nahradu je mozné uplatnit pouze pro stanoveni prosté
bezpecnosti, nikoliv pro jiné vypocty, napr. deformace télesa.
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U prutové napjatosti je redukované napéti dle podminky plasticity 7,z
dano v souladu s (11.17) nasledovné

Ored = V02 + 372 (12.6)

a pri aplikaci podminky plasticity 7,,,, dle (11.7) plati

Ored = V02 + 4712 (12.7)

Stejnym postupem stanovime redukované napéti dle podminky kiehké
pevnosti MOS

Oreq = max{ (o — x03); 01} (12.8)

a pro prostou bezpecnost kr vici MS kiehké pevnosti dostdvame

fp = 2B (12.9)

Ored
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13 KOMBINOVANA NAMAHANI

13.1 Kombinované namahani na tah a ohyb

Vyslednymi vnitfnimi silovymi ucinky jsou normalova sila NV a ohy-
bovy moment M,. V naSem pripadé se omezime na prosty zdkladni
ohyb kolem osy y. Vektor VVU ma potom nésledujici tvar

VVU = {N,0, M,,0} (13.1)

Podminky v pfi¢ném fezu v misté x vypadaji ndsledovné

Y(S,Jdy,Wy)
/—// o«
Y TLAK
N
My(x) o /Zl
y/ G, O AR

Gt GO

Vzhledem k platnosti principu superposice v oblasti linearni pruznosti
je vysledné normalové napéti o(y, z) ddno souctem napéti od ohybu a
od tahu

M,

—I—Jy

o(y,z) = 01y, 2) + 0,(y,2) = 2 (13.2)

| =
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Z prubéhti obou napéti po prifezu uvedenych na predchozim obrazku

je ziejmé, Ze nebezpecné misto je na spodnim okraji prarezu, kde jsou

maximalni ohybové napéti o, a tahové napéti o, se stejnym znaménkem
N M,

Omaz(X) = <t (13.3)
Yy

Ve sledovaném ptipadée jde o jednoosou napjatost a bezpecnost v fezu
je dana vztahem

k(z) = —=& (13.4)

Omazx (-77)

a pro bezpecnost celého prutu plati

kK = mm{kK(x)} z kD (135)
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13.2 Kombinované namahani na ohyb a smyk

Vyslednymi vnitinimi silovymi u€inky v fezu v misté x jsou posouva-
jicisila7T a ohybovy moment M,. V naSem pripadé se opét omezime na
prosty zdkladni ohyb kolem osy y. Vektor VVU m4 potom néasledujici
tvar

VVU = {0,T, M,,0} (13.6)

Podminky v pfi¢ném fezu v misté x vypadaji nasledovné

T(x)
1
1(2) 6(z)
C — C ©
! | ’
Bi B B
M)~ | b
!
y A
Z | -
V7
T/wé/\lh ®
A A A

Ohybovy moment M, zpiisobi ohybové napéti o(z) a posouvajici sila
T vede ke vzniku smykovych napéti 7(z), jejichz prib&hy jsou podle
(7.13) a (7.36) vyjadieny nasledovné

(il
o) =M 37 ) = TOE

Jy B b(Z)Jy

a jsou graficky zndzornény na obrazku.
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Ve sledovaném pripadé jde o prutovou rovinnou napjatost. Pokud vy-
jdeme z podminky plasticity 7,,,, pouZijeme dle (12.7) pro redukované
napéti o,.4 nasledujici vztah

Ored = V02 + 472 (13.9)

Pribéhy slozek napéti o(z) a 7(z) navozuji, Ze nebezpecnymi misty
mohou byt bod A s maximalnim ohybovym napétim, bod B s maximal-
nim smykovym napétim nebo bod C na prechodu stojiny do pasnice,
kde jsou obé napéti vysoka. V téchto bodech vypocteme velikost ;.4
a jejich porovnanim ur¢ime maximalni redukované napé€ti o,.qmas V
fezu x.

Ored, A — OA

Ored. B = 2TB (13.10)
Ored,C — \/ O-%' + 47—%
Ored,max — max{ared,i} (131 1)

Prostd bezpecnost v fezu x vii¢i mezi kluzu je potom rovna

ke(z) = —2K (13.12)

Ored,max

A pro bezpecnost celého prutu dostdviame

kK = mm{kK(x)} z kD (1313)
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13.3 Kombinované namahani na ohyb a krut

Vyslednymi vnitinimi silovymi UCinky v fezu v mist€ x jsou ohybovy
moment M, a kroutici moment M. Vektor VVU ma potom nasledujici
tvar

VVU = {0,0, M,, M} (13.14)

Podminky v pfi¢ném fezu v misté x u prutu kruhového prifezu vypadaji
nasledovné

Ohybovy moment M, zpisobi ohybové napéti o(z) a kroutici moment
M, vede ke vzniku smykovych napéti 7(r), jejichz pribéhy jsou podle
(7.13) a (8.8)

o) =M (1315) r(r) = 4

k
— 13.16
T 7, r ( )

Nebezpecnymi misty priifezu jsou bodu A resp. B na obrysu prifezu,
kde jsou hodnoty obou napéti maximalni, viz obrazek. Jejich hodnoty
jsou nasledujici

o(A)=o0(z=R) = (13.17)
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(13.18)

V daném pripad¢ jde o prutovou rovinnou napjatost. Pokud vyjdeme z
podminky plasticity 7,,,, pouzijeme dle (12.7) pro redukované napéti
0,eq Nasledujici vztah

M?2(x M?(x M, eq(x
ared(x)zy/aiJrllTi:\/ VOV(Q)+4- v];/(,f): Wcﬁ() (13.19)

Pfi formalni dpravé predchoziho vztahu byla pouzita relace mezi mo-
duly kruhového prifezu, dle které plati W, = 2W,,.

Pfedchozi rovnici byl zaveden tzv. redukovany moment M,..;, jehoZ
hodnota je pri pouziti podminky plasticity 7,

Myeq = ) M2 + M? (13.20)

a pri aplikaci podminky plasticity 7,;; dostivame

M, eq = \/M02+0,75M,3 (13.21)

Prosta bezpe¢nost vii¢i mezi kluzu v fezu x je rovna

ke (z) = —2& (13.22)

O-red(x)

A bezpecnost celého prutu potom vypada nasledovné

]{7[( = mln{kK(Sﬁ)} z kD (1323)
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U prizmatickych pruti miiZeme postupovat efektivnéji. Nebezpecnym
fezem je tu misto maximalniho redukovaného momentu M, ., Ktery
vede k maximalnimu redukovanému napéti o,cq mqx

M eq.max
Ored,mar = MC?O — (1324)
Bezpeénost prutu je potom rovna
ke = —8 >k, (13.25)
Ored,max
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Demonstracni priklad:

Navrhnéte primér prutu zatizeného a ulozeného dle obrazku

F=1P®N,a=1m, £ =2,1-10°MPa, u = 0,3, ox = 400 MPa,
bezpeCnost kp =2,d ="

Staticky rozbor pro uplné€ uvolnéné téleso:

=" v=>=0 s=pu—v=7—6=1

Uloha je jedenkrit staticky neuréita.

Podminky statické rovnovahy pro uplné uvolnény prut

Y Fp: Fap=0
Y F,: Fay=0

ZFZ FL+Fg—F=0
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> M, : Ma,+ Fpa=0
> My : My, + Fp2a— F2a =0

}:A@:ALM:O

Castecné uvolnény prut

A
FB/
Deformacni podminka pro uvolnénou vazbu
ow 0 M?2(s)ds M;(s)ds
wp = = ——t | | =
OFg OFp 2E J, 2G J,
g g
M,(s) OM, M oM,
(8) OMy g [ Mils) OM 0,
EJ, OFp GJ, OFp

v Y
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Priibéh ohybovych momentt M, (s) a krouticich momentd My (s) podél
stfednice prutu

> M, : Fgy— My(y)=0

X M,(y) = Fpy

:Mk(x)—i—FBa:O

Mk<£6) = —FB a

: My(z) — Fpox+ Fx =0

My(z)=Fpax—Fux

Resen{ deformaé¢ni podminky pomoci Castiglianovy véty

a 2a

/FByydy+/(FBx—Fx)a:d:c+
0 0

1
EJ,

2(1 4 p)
Ezf /@Jb@pﬂym =0 /EL
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Fgpa®* 8Fpa® 8Fa° 3 1

— 1 2F =0 —

3 + 5 3 +(14+ p)2Fp a g
8F 8- 103

Fp = = = 0,476 F =476 N

3(5+2u) 3(5+2-0,3)

Pozn. Pfi feSeni bylo pouZzito zndmého vztahu pro modul pruznosti ve

smyku G = ﬁ a vazby mezi polarnim a osovym kvadratickym

momentem u kruhového prifezu J, = 2.J,.
Priibéhy ohybovych momentd M,(s) a krouticich momentt My(s) po-

dél stiednice prutu vyplyvaji z diive uvedenych vztahd, do kterych
dosadime vypoctené F'z

M, =-1048 Nm

M =-476 Nm

/e
/
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Pevnostni navrh:

Z prubéht M,(s) a My(s) je zfejmé, Ze nebezpecnym mistem je bod A
ve vetknuti. Maximalni redukovany moment M,,,; ,.q dle podminky
plasticity 7,,,,, je roven

My red = \/MgA + M2, = V1042 1 4762 = 1151 Nm

Neznamy primér d se potom stanovi pomoci podminky bezpecnosti a
vztahu (19) pro redukované napéti

OK Mred,mam 16Mred,max

Ored,max —
kK WO 7Td3

d _ </16Mred,maxk‘]( . </16 - 1151 - 103 .9
ToK 7 - 400

= 30,8 mm = 31 mm

255



Piiloha A: PRUREZOVE CHARAKTERISTIKY

Ve vztazich pro vypocet napéti a pretvoreni u prutd dle teorii prosté
pruznosti vystupuji veliiny, které prifez pii daném zpiisobu nama-
hani charakterizuji. Nazyvaji se pruiezové charakteristiky a budeme
se jimi nyni zabyvat souhrnné.

Pfi¢ny prafez 1 je uren rovnici obrysové kiivky 0 u jednondsobné
souvislé oblasti (viz pripady a) a b)) resp. rovnicemi obrysovych kii-
vek ¢, u pripadu vicendsobné souvislé oblasti v lokdlnim sourfadném

systému, pfipm; ~)
0 o
a>% b%

Potfebné vztahy odvodime pro pfi¢ny prifez predstavujici jednona-
sobn€ souvislou oblast, viz obrazek

dy y
y P
v > / 8 - )
T dy(ds)| ©
RN 3
Neagn Z
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1 DEFINICE PRUREZOVYCH
CHARAKTERISTIK

Plocha pri¢ného pruiezu S je uréena vztahem

S = /dS: /dy dz [mm?] (1)
¥ v

Plocha S je veli¢inou s kladnou ¢iselnou hodnotou, kterd nezéavisi na
zvoleném soufadnicovém systému.

Linedarni momenty prifezu U, a U, k osdm y a z jsou definovany
nasledovné

U, = / zdS U. = / y dS [m”?] (2)
(8 (8

Linedrni momenty prifezu U, a U, jsou veli¢inami s kladnou nebo
zapornou ¢iselnou hodnotou, kterd zavisi na poloze souradnicového
systému.

VWV Vv

[ydS
z v

yr=—o =g =g =g (3)
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Kvadratické momenty prirezu

a) Osové kvadratické momenty J, a J, kosimy a 2

= [ u=[as i @
(G (8

Jde o veli¢iny s kladnou Ciselnou hodnotou.

b) Deviacni kvadraticky moment J,,. k osdm y a 2

Jy. = / yz dS [m?] (5)
(8

Jeho hodnota muze byt kladnd, zdpornd nebo nulova, tedy jakékoliv
realné Cislo.

¢) Polarni kvadraticky moment J,, k polu P

J, = / r*ds [m] (6)
v

K osovym kvadratickym momentim se vazi tzv. poloméry osovych
kvadratickych momenti ¢, a 7., definované nasledovné

J J,
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2 ZAKLADNI VLASTNOSTI KVADRATICKYCH
MOMENTU

Pii jejich odvozeni se vychazi z vlastnosti dvojnych integralt v defi-
ni¢nich vztazich

Kvadratické momenty celého pruiezu 1) k danym osam (pélu) jsou
rovny souc¢tu kvadratickych momentu ¢asti prurezu (podpruiezi)
1; ke stejnym osam (polu) - viz defini¢ni obrazek.

=1 U U.. U U U, =, S=) 5

Jy:/%dsz/szSZZf,z?dszZJ;’ (8)
1

i Vi
v Ui

1

Osové kvadratické momenty dvou symetrickych prureza k ose
symetrie a k ose k ni kolmé jsou stejné. Deviacni momenty k témto
osam jsou rovnéz stejné velké, ale maji opa¢na znaménka.

y P y

4 2

Z4
Z3

dy4(dS) dy»(dS)

Y1 Y2

Ke kazdému elementu di); 1ze prifadit symetricky element di), tak, Ze
plati:

=z Y=Y = A =2, Y=Y A = e
1 2 2 2 1 2 2 2
(0] o (] o
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! Jyz — /ylzl dsS = _ﬁyZZQ dsS = _Jyz
U1 V2

Sestava-li prifez ¢ ze dvou symetrickych ¢asti 11 a 1y (¢ = 101 U 1),
potom dle predchozich relaci plati

bl =g =2-0.=2- .
oo U= =200, =2,
! ’ Jyz: yz"’Jyz:O

Predchozi vztahy je mozné vyjadrit formou nasledujicich dvou vét
Osové kvadratické momenty symetrického prirezu k ose symetrie
a k ose k ni kolmé jsou rovny dvojnasobku hodnot symetrickych

Casti ke stejnym osam.

Deviac¢ni moment symetrického pruaiezu k souradnicovym osam, z
nichz alespon jedna je osou symetrie, je nulovy.

Polarni kvadraticky moment k pocatku pravoiihlého souradnico-
vého systému je roven souc¢tu osovych momentu k osam, které

pocatkem prochazeji.

Diikaz této posledni véty vyplyva z ivodniho defini¢niho obrazku

%:/ﬁdyiﬂf+¥mszk+@ 9)
(0 (G
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3 KVADRATICKE MOMENTY PRUREZU
K POSUNUTYM OSAM

Predpokladame, ze zname kvadratické momenty k osdm y a z a chceme
stanovit kvadratické momenty tohoto prifezu k posunutym osam 1/’ a
2. viz obrazek.

y /\ p

K et
\/_y/z.

Transformace souradnic vypada nasledovné

v =y—a =20

Pfi stanoveni kvadratickych momenti J,, a J.» vychdzime z definic

Jy/:/z’QdS:/(z—b)QdS:/szS—Qb/zdS+b2/dS
(G (G

(U (0 (G
Jy = J, — 20U, + b*S (10)
JZ/:/y’2dS:/(y—a)zdS:/deS—Qa/de+a2/dS
(G (G (G (0 (G

Jo=J, —2aU, + a*S (11)
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Pro polarni kvadraticky moment .J,; plati

Jy=dy+Js=J,+ J. — 20U, — 2aU, + (a* +b°)S  (12)

Devia¢ni moment J,/./ je dle definice roven

Ty = /yz ds = /(y —a)(z — b)dS =

(0 (8
:/yzdS—a/zdS—b/de—l—ab/dS
(4 (4 (4 (4
Sy = Jy. —alUy — OU, + abS (13)

Jsou-li osy y a z centrdlnimi osami, tedy prochdzeji-li t€Zistém prifezu,
potom plati U, = U, = 0. Pfedchozi vztahy se potom zjednodusi a ob-
drZzime relace v literatufe oznaCované jako Steinerovy véty

Jy/: Jy+b25 g = Jz+a25

Jy=J,+ (a®+b*)S Jys = J,. +abS (15)

Na zakladé analyzy predchozich vztahid je mozné vyslovit nasledujici
vetu:

Osovy kvadraticky moment je nejmensi k té z mnoziny rovnobéz-
nych os, ktera prochazi téziStém.
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Pro linedrni kvadratické momenty priifezu dostivime v posunutém
soufadnicovém systému v souladu s definicemi nasledujici relace

Uy = [#as= [z-tras = [zasb [ as

(G (G (8 (8
Uy = U, —bS (14)

U, =U, —aS (15)

Jsou-li osy ¢’ a 2’ centrdlnimi osami (U, = U, = 0), potom plati

Uy = —bS Uy = —aS (16)
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4 KVADRATICKE MOMENTY PRUREZU
K NATOCENYM OSAM

Predpokladame, Ze zname kvadratické momenty k soufadnicovym
osdm y a z. Nasim cilem je stanovit kvadratické momenty prafezu
k osam ¢ a Z/, nato¢enym v kladném smyslu o thel ¢, viz obrazek

yA _s'\ﬂ q)

Transformace souiadnic

y' = ycosp + zsin g

/ .
2 = ZCosp —ysing

Pro osové kvadratické momenty a deviaCni moment k nato¢enym osdm
y' a 2’ dostavame v souladu s piisluSnymi definicemi po matematické
uprave nasledujici relace

Jy/:/z'QdS:/(zcosgp—ysingp)2dS:
(G (8
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:cos2g0/z2d5—2singp cosgp/zyd5+sin2g0/y2d5
(0 (G (G

Jy = J, cos® p — Jyzsin2¢ + J, sin’ (17)

JZ/:/y’2dS:/(ycosgoJrzsingp)zdS:
(4 (G

:(3082<,0/y2d5'+28m<p cosgo/yzdS+Sin2go/22dS
(8 (G (G

Js=Jy sin o + Jy-sin2¢ + J, cos® @ (18)

Syt = /y’z’ dsS = / ycosp + zsinp)(zcosp — ysing) dS =

:congO/yzdS—l—singpcong/ZQdS—
(8 (&
—singocosgp/y’2dS—COSZg0/yzdS:
(8 (0

= Jy. cos® p + Jysingcosp — J,cospsing — Jy, sin’

J,—J,
Y sin 2 + J,,, cos 2¢ (19)

‘]y/Z, —
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Kvadratické momenty J,, J, a J,. maji vSechny atributy soufadnic
tenzoru 1’y

(20)

jehoz slozky v novém, natoCeném soufadnicovém systému jsou linear-
nimi kombinacemi soufadnic v pivodnim soufadnicovém systému, viz
vztahy (17) - (19). Mezi tyto atributy patii existence hlavniho soufadni-
cového systému [ a I (viz obr.), ke kterému je deviaCni moment J; ;;
roven nule. PrisluSné soufadnicové osy [ a I se nazyvaji hlavnimi
osami KM a prislusné osové momenty J; a J;; pak hlavnimi kvadra-
tickymi momenty. Uhel 7, uréujici polohu hlavniho soufadnicového
systému I, /] se stanovi z definice

J]j]] =0= yT sin 21 + Jyz COS 2007
tan 2p; = — 2 Y = — arctan (—y> (21)
Jy - JZ 2 Jy - JZ

Dosazenim thlu ¢; do vztahi (17) a (18) dostavame piislusné hlavni
kvadratické momenty J; a J;, které jsou extrémnimi hodnotami moz-
nych osovych KM J,.

Dale zavedeme nové oznaceni. VEtSi z obou momenta J; a J;; se na-
zyva maximalni hlavni osovy KM pruiezu a oznacuje se .J; a mensi
se nazyvd minimalni hlavni osovy KM s oznacenim .J;. Piislusné
hlavni osy KM jsou 1 a 2.

VWV v

jde o hlavni centralni souradnicovy systém KM. Souradnicové osy 1
a 2 jsou hlavnimi centralnimi souradnicovymi osami a odpovidajici
KM jsou hlavnimi centralnimi KM.
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Poloha hlavnich centralnich os 1 a 2, popsana thlem ¢; a velikosti
hlavnich centrdlnich KM priifezu se ur¢i pomoci vztaha (21), resp.
(17) a (18), kde J,, J a J,, jsou kvadratické momenty pruiezu k libo-

YV v

Dal$im vyznamnym atributem kvadratickych momentt k nato¢enym
osam je moznost jejich grafického zndzornéni v Mohrové roviné,
tvorené vodorovnou osou osovych KM a svislou osou deviacnich KM.
Za ucelem prislusného odvozeni nejprve formalné upravime transfor-
macni vztahy (17) a (18) vyuZitim zndmych goniometrickych vztahti -

sin® o = 126820 cog? o = 190320 Py (ipravé dostdvame
J,+J,  J,—J. .
Jy = Y ;_ + -2 cos 2¢p — Jy» sin2¢ (22)
J,+ I J,—J, :
J, = S+ £ 5 cos2p + Jy. sin2¢ (23)

V rovnici (22) prevedeme prvni pravy Clen na levou stranu, vznikly

vyraz umocnime a se¢teme ho s umocnénym vztahem (18) pro deviacni
KM

J, -+ J.\?
(‘]y’_ y;_ ) +‘]sz:

I —J. 2= i
= ( Y 5 cos 2¢p — Jy. sin 2@) +( . 5 sin 2¢ + Jy, cos 290>
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Po upravé pravé strany dostavame findlni relaci (26)

J,+ .\ J, — J.\*
(Jy,— y T ) +J7, = (%) +J7, (24)

2

ktera v Mohrové roviné predstavuje rovnici kruznici kruznice se stie-
7/ 4 (] _(] 4
dem v misté == a s polomérem r

2

Grafické znazornéni odpovida pomértim na predchozim obrazku

Jyz

(¥)

(2)

inJZ

Z analyzy transformacnich vztahi (19), (22) a (23) vyplyv4, Ze Gihlu na-
toCeni v mezi dvéma soufadnicovymi syst€émy odpovida dvojnasobny
thel 2¢ mezi odpovidajicimi body na Mohrové kruznici ve stejném
smyslu.
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Pomoci Mohrovy kruznice je mozné snadno vypocitat velikost maxi-
malniho a miniméalniho KM prifezu J; a J,

Jy+J. J,— 1.\
= + J 2 26
J12 5 \/( 5 > + Jyz (26)

a stanovit prislusné hlavni sméry ¢ a .
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5 DEMONSTRACNI PRIKLADY

Pf.1.: Stanovte kvadratické momenty obdélnikového a trojihelniko-
vého prifezu k osam prochazejicimi stranami a k téziStnim osam vyu-
Zitim defini¢nich vztahti a Steinerovy véty.

a) Obdélnikovy priiez

LN

dz

Y1

N|o

Osové kvadr. momenty J, a J, a deviaCni moment J,. k osdm y, 2

b h
bh?
Jy:/szS:/z2dydz:/dy/zzdz:?
0 0

¥ VY
h hb?
J=/de / dydz—/dz/ ==
0
h
b2h?
(0 Y 0 0
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Osové kvadratické momenty J,r a J,7 a deviacni moment J,r .7 K
téZiStnim osam yr, z7

R\’ bR h2 bh3
Jor=J, — = - _Cpp =
ey (2) =T 12

b\ > b3 b2 hb3
JzT—JZ‘@ SE M e
bh 2R b2R2
z z___bh: - —
Jyrer = Jy = 53 4 4

a) Trojihelnikovy prirez

(o)

dz

/| hy)
h

Rovnice prepony

b(z) =z
B
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Osové kvadr. momenty J, a J, a deviaCni moment J,. k osam y, 2

S
N

b(z) h b(1-

h
Jy:/ZQdS:/ZQdydz:/szz/dy:/Zde / dy =
0 0

(0 (0 0 0

(G (G
/ / oy hb®  hb3  hb
2 Y 2 Y
= [yrdyh (1) = [ mPdy— [ndy==- -2 -
/y Y b /y Y / A A R
0 0 0
noobe) )
Jyz:/yzdS:/yzdydz:/zdz/ydy:/zdz / ydy =
(8 (2 0 0 0 0
h . g h ho ho
_ 2 “\ _ < _
—/zdzﬁb (1_E> =3 /zdz—/Q—dz—i—/ﬁdz =
0 0 0 0
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Osové kvadratické momenty J,r a J,7 a deviacni moment J,r .7 K
téziStnim osam y7, 27 stanovime vyuZitim Steinerovy véty

bh3 A\Zbh  bh3
Jyr=J,— 23S = ()——

12 \3) 2 36

hb3 W\ bh WP
o= -5 = - (5) 5 =5

b’h> b h bh b2h?
JyT,zT — Jyz — yTZTS = ﬂ — g g ? = _ﬁ

Pr.2.: Stanovte polarni kvadraticky moment Jp a osové hlavni cent-
rdlni kvadratické momenty J, a J, kruhového a mezikruhového prirezu

a) Kruhovy priifez

Polarni kvadraticky moment Jp

R
R* d*
Jp:/TzdS:/TQ-Qﬂ'TdTZQTF/T?’dT‘:7T _ =
2 32
(& (2 0
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Hlavni centrdlni kvadratické momenty priifezu J, a J, se stanovi vy-
uzitim zndmé relace mezi polarnim KM Jp a osovymi KM J, a J, a
dédle osové symetrie kruhového priifezu

J P T d4
Tp=dy+ T =20, =20 = =)= =T
b) Mezikruhovy prifez

Pri formulaci hledanych vztaha vyuzijeme vétu o podpriifezech

y
ya
4 4
_ wD_ ¢d:7TD_7Td:1D4_d4
Tp=Jp" =Tt =2 =55 = 3l )
" y D%  wd? T, A
Jy+JZ:JyD—Jyd: — = — (D" —d")

64 64 64
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Pt.3.: Stanovte hlavni centrdlni kvadratické momenty tenkosténného
profilu dle obrazku s jednou osou symetrie.

90

y 1E
....... ?_ —_\ —

| o

I |I\T A

|

; o
YT=Yh T|, I

110

i

-2

!

IT

i _.T.?f_ L Q

I

50

l/ZEZTEZh

Svisla osa z je osou symetrie prifezu a v souladu se zakladnimi cha-
rakteristikami symetrickych prifezi je zaroveén hlavni centrdlni osou
zp, KM. Druhd hlavni centralni osa y, KM je k ni kolm4 a prochézi

VWV * v

VWV Vv

3
[J¥i
Uy 21: Y 90-10-5+10-110-65+20-50-130_

T8 T %S, 90 - 10 + 10 - 110 + 20 - 50

= 68,67 mm
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Pro stanoveni KM k ose y;, vyuzijeme odvozeného vztahu pro osové
KM obdélnikovych podpriifezii k lokdlnim t€ZiStnim osdm yr, a piislu-
Snou Steinerovu vétu

S (bl
Jyh = J?JT = Z ( 2122 + Z%SZ) =
1

90 - 10 10 - 1103
=—5 (68,67—5)%-90-10 + — (68,67—65)%-10-110 +

50 - 20°
12

+ (130 — 68,67)*- 50 - 20 = 8,575 - 10° mm*

Pro stanovem’ KM V ose zh Vyuiijeme odvozeného vztahu pro osové

VWV v

naSem piipadé z divodu symetrie prufezu zaroven hlavnl centralni
osou KM prirezu.

3
b;h3 10 903 110- 10 20 - 503
— Z P — + =0, 825-10° mm*
— 12 12 12
Jynzn — JZ/TZT — O
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Pt.4.: Stanovte hlavni centrdlni kvadratické momenty prafezu s kruho-
vym otvorem dle obrazku

120
50
y
1
o
« ; D
2 .
AAAAA + 8
yr N
T3 3
o
g (ap)
V
YT
Z7

Algoritmus feseni:

1) Stanovime KM J,, J, a J,. ke vhodné zvolenému zdkladnimu sou-
radnicovému systému x, y a vypocteme plochu prirezu S

1 d* 1
Jy — g blh? — (7%—4 + Z%QSQ) + (% bghg + 2%353) =
1 - 404 - 404
= —.120-60° — 307 -
3 ! ( 61 4 ) +

120 - 30

1
+<—-120-303+702-

= 16,293 - 10° mm*
36
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| wd*
Jo=g b= (64

1 - 404 - 404
— —.60-120° — 502 . _
3 ( 64 + 4 )

+ yT252> —l— N h3b3

— 35,613 - 10° mm*

b2h2
Jyz - yT12T1sl - yTQZTQSQ 72 + yngTgsg
402 120% - 302
:60-30-120-60—50-30-7T4 — = +

120 - 30

+40 - 70 - — 15,935 - 10° mm*

3
402 12030
S:ZSZ-:120-60—7T4 - = T3 10° mm?

VWV v

U, S, 30-120-60 — 30 - 7-40° 170 . 120:30
SRR L 4 2 _ 39 30mm
S S 7.743 - 10°

7402 120-30
yT:Uz:ZyTiSZ-:6O-120-6O—5O- T + 40 - =6 osmm
S S 7,743 - 103 ’
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3) Stanovime KM k t€ziStnim osdm y7 a zp pomoci Steinerovy véty

Jyp = Jy— 235 = 16,293-10° — 39,30 - 7,743 - 10° = 4, 334 - 10° mm"
J.. = J,—y}S = 35,613-10° - 56,98-7,743-10° = 10,474 -10° mm*

Jypor = Jyo — yr2zrS = 15,935 - 10° — 56,98 - 39,30 - 7,743 - 10° =
= —1,404 - 10° mm*

4) Stanovime polohu ¢, hlavnich centralnich os KM

1 —2Jy-
Yh = PI = 5 arctan (ﬁ) =

T

1 —2 - (—1,404) - 10° .
= — arctan = —12,29
2 4,334 - 106 — 10, 474 - 109

5) Stanovime hlavni centralni KM J,

> J2, prufezu

Sy, = Jyp cos? On — Jypzp sin 20y + Jo, sin? ©op =
— 4,334 -10° - cos?(—12,29°) — (—1,404) - 10° - sin(2 - (—12,29°)) +
+ 10,474 - 10° - sin*(—12,29°) = 4,028 - 10° mm*

S = Jyp sin? ©n + Jypop SN 205 + J., cos” ©Op =
= 4,334 - 10° - sin?(—12,29°) — (—1,404) - 10° - sin(2 - (—12,29°)) +
+ 10,474 - 10° - cos?(—12,29°) = 10, 780 - 10° mm*

Z. porovnani vypoctenych hodnot plyne, Ze maximalni a minimalni
hlavni centralni KM jsou rovny J; = 10,780 - 10 mm* a J, = 4, 028 -
10 mm*. Poloha pifslusnych hlavnich os 1 a 2 je vyznaZena na obrazku.
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Vypocet hlavnich centrdlnich KM lze rovnéz stanovit pomoci vztahi
plynoucich z Mohrovy kruznice

T+ J, Jo — T\ 2
JLQ%:':\/(%) +Jy2TZT:

4.334 + 10, 474 4.334 — 10,474\ 2
_ |22t i\/< ’ )+(—1,404)2 -10° =

2 2

10,780 - 10° = J,
| 4028108 =

Rychlejsi a ndzorné€jsi cestou jsme tedy dospéli ke stejnym vysledkim.
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