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6.2.1 Vliv změny přı́čného průřezu podél střednice . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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7.1 Základnı́ vztahy pro napětı́ a deformaci v řezu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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napětı́ τokt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
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PRUŽNOST A PEVNOST I

1 DEFINICE, LITERATURA, NÁVAZNOSTI

Pružnost a pevnost (PP) se zabývá určovánı́m deformace,
napjatosti a porušovánı́m celistvosti tělesa v závislosti na vnějšı́m
zatı́ženı́. Součástı́ PP je rovněž formulace tzv. meznı́ch stavů a
stanovenı́ bezpečnosti a spolehlivosti.

Doporučená literatura:

Janı́ček, Ondráček, Vrbka, Burša: Mechanika těles, Pružnost a
pevnost I, CERM, 2004

Burša, Hornı́ková, Janı́ček: Pružnost a pevnost, CERM 2003, rovněž
interaktivnı́ učebnı́ text VUT FSI 2002

Janı́ček, Florian: Mechanika Těles, Úlohy z pružnosti a pevnosti I,
FSI VUT, 1995

Höschl: Pružnost a pevnost ve strojnictvı́, SNTL Praha, ALFA
Bratislava, 1977

Gere, Timošenko. Mechanics of materials, Chapman and Hall,
London, Glasgow, 1991
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NÁVAZNOSTI

PPI navazuje na

a) statiku (podmı́nky statické rovnováhy, statická analýza
atd.). PP je jeden z předmětů Mechaniky těles - statika, PP,
kinematika, dynamika)

b) matematiku (matematická formulace úloh PP a jejich řešenı́
- integrálnı́ a diferenciálnı́ počet, diferenciálnı́ rovnice atd.)

c) materiálové inženýrstvı́ (materiálové charakteristiky)

d) fyziku (atomová struktura látek, teorie dislokacı́,
krystalická struktura atd.)

e) úvod do strojı́renstvı́ (konstruovánı́)
(představa o základnı́ch strojnı́ch dı́lech a jejich funkci)

f) teorie systémů, teorie modelovánı́, teorie experimentu
(tvorba vhodných výpočtových modelů úloh atd.)
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2 ZÁKLADNÍ POJMY

2.1 Deformace tělesa

Při deformaci tělesa se měnı́ poloha bodů tělesa vzhledem ke vztaž-
nému souřadnicovému systému (i vzdálenosti bodů) a tvar tělesa i jeho
částı́.

Deformace tělesa je matematicky popsána dvěma způsoby

a) posuvy ~u(u, v, w) ve všech bodech A ∈ Ω

b) deformacı́ všech elementů tělesa

ad a)

3



ad b)

Prvkem (elementem) tělesa rozumı́me každou jeho oddělitelnou
část.

Konečný prvek - všechny rozměry prvku jsou konečné

Elementárnı́ prvek - alespoň jeden rozměr je infinitesimálně malý
(jedno-, dvoj-, trojnásobně elementárnı́ prvek).

Deformace tělesa je určena deformacı́ každého trojnásobně ele-
mentárnı́ho prvku (elementu) tělesa. Deformacı́ je zde přitom mı́-
něna změna rozměrů a tvaru elementu.

4



Matematické vyjádřenı́ deformace elementu tělesa

Relativnı́ změna rozměrů a tvaru elementu

5



Změna rozměrů elementu je popsána délkovými přetvořenı́mi εx, εy
a εz

εx =
dx′ − dx

dx
εy =

dy′ − dy
dy

εz =
dz′ − dz

dz
(2.1)

Změna tvaru elementu je popsána úhlovými přetvořenı́mi (zkosy),
které geometricky představujı́ změnu pravého úhlu

γxy = α + β γyz = γ + δ γzx = ε + ψ (2.2)

Pozn: uvedené vztahy (1) platı́ pro malá přetvořenı́ ε < 0,05.

Deformace v obecném bodě A tělesa je popsána deformacı́ elemen-
tárnı́ho prvku, který tento bod obsahuje. Deformace je určena tzv.
tenzorem přetvořenı́ Tε.

Tε =


εx

γxy
2

γxz
2

γxy
2 εy

γzy
2

γxz
2

γzy
2 εz

 (2.3)

který je symetrickým tenzorem druhého řádu, který obsahuje 6 nezá-
vislých prvků.

Deformace tělesa je homogennı́, pokud je ve všech bodech A tělesa Ω

stejná, tj. tenzor přetvořenı́ Tε je ve všech bodech A stejný.

Deformaci považujeme za nehomogennı́, je-li v různých bodech A
tělesa různá. Deformace může být i po částech nehomogennı́.
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2.2 Napjatost tělesa

Definice: Napjatostı́ v bodě tělesa A rozumı́me množinu obecných
napětı́ ~fA a jeho složek σ, τ , které působı́ ve všech řezech ω, které
bodem A procházejı́.

Základnı́m krokem ke stanovenı́ obecných napětı́ ~f a jeho složek σ a
τ je uvolněnı́ prvku tělesa Ω1 řezem ω a zavedenı́ účinků vzájemného
působenı́, tzv. plošných sil.

Elementárnı́ sı́lu vzájemného působenı́ v mı́stě A označı́me d~FA

d~FA = ~fA dS (2.4)

~fA =
d~FA
dS

(2.5)

kde ~fA je tzv. obecné napětı́.
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d~FA = d~Fn + d~Ft (2.6)

d~FA
dS

=
d~Fn
dS

+
d~Ft
dS

~fA = ~fn + ~ft = σ~en + τ~et (2.7)

σ - normálové napětı́ [Nm−2 = Pa] [Nmm−2 = MPa]
τ - smykové napětı́ [Nm−2 = Pa] [Nmm−2 = MPa]

Vztahy mezi obecným napětı́m a jeho složkami

f =
√
σ2 + τ 2 σ =

√
f 2 − τ 2 τ =

√
f 2 − σ2 (2.8)

Znaménková konvence pro složky napětı́

σ > 0 napětı́ má směr vnějšı́ normály
(tahové)

σ < 0 napětı́ má směr vnitřnı́ normály
(tlakové)

Znaménková konvence pro τ má smluvnı́ charakter ve vazbě na použitý
souřadnicový systém.

Našı́ snahou je nynı́ určit ~fA ve všech bodech A řezu ω.
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Provedeme statický rozbor silové soustavy působı́cı́ na prvek tělesa Ω1,
sestávajı́cı́ z podsoustavy vnějšı́ch sil π1 a soustavy vnitřnı́ch sil πv.

Počet neznámých parametrů µ =∞

Počet použitelných podmı́nek statické rovnováhy ν = 6

Stupeň statické neurčitosti s = µ− ν =∞

Úloha stanovenı́ obecných napětı́ ~fA v řezu σ je obecně úlohou neko-
nečněkrát staticky neurčitou a nenı́ ji tedy možné řešit v rámci statiky.

V rámci obecné Pružnosti a pevnosti se problém řešı́ dvěma přı́stupy:

a) diferenciálnı́m přı́stupem pomocı́ vztahů obecné pružnosti, které
sestávajı́ z diferenciálnı́ch podmı́nek rovnováhy pro uvolněný troj-
násobně elementárnı́ prvek, geometrických podmı́nek, konstitutiv-
nı́ch vztahů (Hookeova zákona) a okrajových podmı́nek. Analyticky
v uzavřeném tvaru je tato úloha řešitelná pouze v jednoduchých přı́-
padech. Numerické řešenı́ např. metodou sı́tı́ je často nestabilnı́.

b) integrálnı́m přı́stupem pomocı́ variačnı́ch principů (Lagrangeův
variačnı́ přı́stup) resp. pomocı́ principu virtuálnı́ch pracı́. Numerické
řešenı́ úlohy zejména pomocı́ Metody konečných prvků (MKP).

V rámci prosté Pružnosti a pevnosti se úloha zjednodušuje zavedenı́m
určitých předpokladů o průběhu deformace resp. napětı́ v charakteris-
tických řezech, které vyplývajı́ z praktických zkušenostı́, hovořı́me o
pracovnı́ch předpokladech.
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Základnı́ otázkou však zůstává, v jakém stavu je nutné uvolňovat prvek
tělesa. Korektně bychom měli uvolňovat v zatı́ženém, tj. ve zdeformo-
vaném stavu, ale deformaci dopředu neznáme. Navı́c tento postup vede
obecně k nelineárnı́ závislosti mezi napjatostı́ a deformacı́ (PP druhého
řádu).

Ve většině přı́padů se naštěstı́ ukazuje, že napjatost (~fA , resp. vnitřnı́
silové účinky) nezávisı́ podstatně na deformaci tělesa a můžeme tedy
prvek tělesa uvolňovat v nezdeformovaném stavu. Pro lineárně pru-
žné těleso potom jde o lineárnı́ závislost mezi vnitřnı́mi silovými
účinky a deformacı́ tělesa (PP prvého řádu).

PP I. řádu
My(x) = −Fx

PP II. řádu
My(x) = −Fx′

Hodnotu x′ dopředu neznáme, je to výsledek řešenı́ (napřı́klad iteračnı́
postup).
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VĚTY O NAPĚTÍ A NAPJATOSTI

Problematikou určovánı́m napjatosti a deformace v tělesech v závislosti
na vnějšı́m zatı́ženı́ se budeme zabývat v průběhu celého předmětu PPI.
Již na začátku je ale zapotřebı́ znát jisté závislosti, které si uvedeme
formou vět.

a) Obecné napětı́ ~fA závisı́ na tvaru tělesa Ω, zatı́ženı́ π, poloze bodu
A, řezu ω a materiálových charakteristikách

b) Obecné napětı́ ~fA v řezech ωi je stejné, pokud tyto řezy majı́ stejnou
normálu ~en

c) Obecné napětı́ ~fA je lineárnı́ kombinacı́ jednotkového vektoru nor-
mály ~en v tomto bodě

11



~fA = Tσ~en resp. v maticovém tvaru {fA} = [Tσ]{αn}

kde [Tσ] je tzv. tenzor napětı́ definovaný následovně

[Tσ] =


σx τxy τxz

τxy σy τzy

τxz τzy σz



Jde o symetrický tenzor druhého řádu obsahujı́cı́ 6 nezávislých
prvků.

d) Nahradı́me-li silovou soustavu π silovou soustavou staticky ekvi-
valentnı́ πe, pak obecné napětı́ ~fA v bodech A je pro obě silové
soustavy obecně různé.

12



Z definice napjatosti v bodě tělesa A a vztahu ad c) plyne, že napjatost
v bodě tělesa je určena tenzorem napětı́ [Tσ] v tomto bodě. Napjatost
tělesa je potom dána napjatostı́ ve všech bodech tělesa.

Napjatost v tělese je homogennı́, pokud je ve všech bodech A tělesa
stejná, tzn. že ve všech bodech A tělesa je tenzor napětı́ [Tσ] stejný.

Napjatost v tělese je nehomogennı́, je-li v různých bodech různá.
Napjatost může být i po částech nehomogennı́.
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SAINT-VENANTŮV PRINCIP

Z praktických zkušenostı́ vyplývá, že staticky ekvivalentnı́ náhradou πe
silové soustavy π je ovlivněna napjatost pouze v bezprostřednı́m okolı́
náhrady. Tuto skutečnost poprvé intuitivně formuloval Saint-Venant.

Nahradı́me-li silové působenı́π v okolı́ bodu P na povrchu Γ jiným,
staticky ekvivalentnı́m zatı́ženı́m πe, pak napjatost v tělese bude
pro obě zatı́ženı́ prakticky stejná s výjimkou bezprostřednı́ho okolı́
bodu P.

∫
Γp1

p1 dS =

∫
Γp2

p2 dS =

∫
Γp3

p3 dS =

∫
Γpi

pi dS = F
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Saint-Venantův princip umožňuje

a) zavedenı́ veličiny osamělé sı́ly ~F v Pružnosti a pevnosti

b) vytvářet výpočtové modely styku těles (redukce počtu neznámých
parametrů)

c) rozdělit řešenı́ napjatosti a deformace vázaného tělesa na řešenı́ rov-
nováhy tělesa jako celku a pak napjatosti a deformace uvolněného
tělesa

POZOR: Saint-Venantův princip je možné použı́t pouze tehdy,
je-li oblast špatně stanovené napjatosti ΩF mimo kritickou ob-
last Ωk, která rozhoduje o bezpečnosti. Nelze např. použı́t u kon-
taktnı́ch úloh.
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2.3 Zatı́ženı́ tělesa

Zatı́ženı́ tělesa je způsobeno interakcı́ tělesa s okolı́m nebo vnitřnı́mi
procesy, které v tělesa probı́hajı́. Výsledkem je vznik napjatosti a de-
formace s možnostı́ vzniku porušenı́ celistvosti tělesa. Do zatěžovacı́ho
působenı́ patřı́:

− silové zatěžovánı́ (osamělé sı́ly ~Fi [N], liniové sı́ly ~qj [Nm−1],
plošné sı́ly ~pk [Nm−2], objemové sı́ly ~o [Nm−3]

− deformačnı́ zatěžovánı́ (předepsaný posuv ~u na povrchu tělesa γu-
realizace např. dotaženı́m matice o jistý počet otáček, nasazenı́m
objı́mky na hřı́del atd.)

− objemové zatěžovánı́ (nehomogennı́ teplota, změna objemu v
průběhu fázových změn (austenit - martenzit) atd.). Zatı́ženı́ od
nehomogennı́ teploty se obvykle nazývá teplotnı́ zatı́ženı́
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Charakteristické působenı́ - působenı́, které samo nevede ke vzniku
napjatosti, ale které může ovlivnit vznik meznı́ch stavů - teplota, koro-
zivnı́ prostředı́ atd.

Zavádı́me následujı́cı́ pojmy:

zatěžovacı́ stav - Z(t)

výchozı́ stav - Z(0). Většinou předpokládáme, že napjatost je v tomto
stavu nulová.

historie zatěžovánı́ - Z(t) pro t ∈< 0, t >

vlastnı́ napjatost - napjatost v tělese bez vnějšı́ho zatı́ženı́ Z(t) = 0.
Tato napjatost je způsobena celou historiı́ zatěžovánı́ (kalenı́, tvářenı́
za studena, montážnı́ operace, vznik lokálnı́ plastické deformace v
průběhu zatěžovánı́ atd.
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2.4 Meznı́ stavy tělesa

Meznı́m stavem (MS) rozumı́me stav, kdy se měnı́ charakteristická
vlastnost tělesa.

1. Meznı́ stavy souvisejı́cı́ s deformacı́ tělesa

a) Meznı́ stav deformace je takový MS, po jehož překročenı́ ztrácı́
součástka svoji funkčnı́ způsobilost. Přı́klad: turbı́nové lopatky

b) Meznı́ stav pružnosti. S tělesem provedeme zátěžný cyklus, spočı́-
vajı́cı́ v zatı́ženı́ a následném odtı́ženı́. Po překročenı́ MS pružnosti
zůstávajı́ v tělese trvalé (plastické) deformace.
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c) Meznı́ stav deformačnı́ stability. Geometrická konfigurace stabilnı́
do tohoto stavu se stává labilnı́ a stabilnı́ se stává jiná geometrická
konfigurace (při stejném způsobu namáhánı́).

2. Meznı́ stavy souvisejı́cı́ s porušovánı́m celistvosti tělesa

Meznı́ stav porušenı́ - vznikajı́ prvnı́
trhlinky zjistitelné dostupnými pro-
středky.

Meznı́ stav trhlin - porušenı́ funkčně
přı́pustné se měnı́ na funkčně nepřı́-
pustné.

Meznı́ stav stability trhlin - trhlina
přestává být stabilnı́ a šı́řı́ se bez přı́-
jmu energie z vnějšku (bez vnějšı́ho za-
tı́ženı́).

Meznı́ stav lomu - těleso se rozpadá na
dvě či vı́ce částı́.
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2.5 Deformačně pevnostnı́ spolehlivost

Základnı́m požadavkem na každou konstrukci je, aby plnila svoji funkci

a) v realizovaném stavu (po montáži)

b) za běžných a některých mimořádných podmı́nek

c) po požadovanou dobu

Schopnost konstrukce za těchto podmı́nek pracovat se nazývá spolehli-
vost, která se kvantitativně vyjadřuje charakteristikami spolehlivosti
a to různým způsobem

a) slovně (spolehlivost dostatečná, malá, vyhovujı́cı́, přiměřená)

b) jednoduchou relacı́ ve tvaru

α S αM(αD) σ S σK(σD) σred S σK(σD)

kde α je veličina charakterizujı́cı́ spolehlivost ve vyšetřovaném
stavu a αM je meznı́ hodnota této veličiny. S ohledem na vý-
počtové nepřesnosti vycházı́me v praxi z hodnot dovolených -αD,
které jsou většı́ než 1.

α 5 αD − vyhovujı́cı́

α > αD − nevyhovujı́cı́
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c) koeficientem bezpečnosti, zkráceně bezpečnostı́ kM vůči aktuál-
nı́mu meznı́mu stavu

kM =
αM
α

kK =
σK
σ

kK =
σK
σred

kM = kD − vyhovuje

kM < kD − nevyhovuje

Pozn: Konkrétnı́ velikost dovolených bezpečnostı́kD závisı́ na druhu
namáhánı́ a vycházı́ z praktických zkušenostı́.

d) životnost - doba, resp. počet zatěžovacı́ch cyklů do vzniku meznı́ho
stavu

relace t < tf N < Nf vyhovuje

t = tf N = Nf nevyhovuje

kde - t,N je doba, resp. počet cyklů, které jsou požadovány
z důvodu správné funkce konstrukce

tf ,Nf je doba, resp. počet cyklů do vzniku meznı́ho stavu
(většinou lomu)
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TYPY ÚLOH V PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

1. Úlohy pomocné. Určujı́ se veličiny, které nejsou pružnostně pev-
nostnı́mi charakteristikami, ale jsou důležité pro výpočet napjatosti
a deformace pomocı́ přı́slušných vztahů.

− průřezové charakteristiky prutů

− výsledné vnitřnı́ silové účinky u prutů

2. Úlohy o kontrole. Úloha je zadána úplně (známe geometrii tělesa,
materiálové charakteristiky, silové působenı́, vazby k rámu). Úko-
lem je většinou stanovit bezpečnost vůči aktuálnı́mu meznı́mu
stavu.

3. Úlohy o určovánı́ parametrů. Úloha je zadána neúplně. Úkolem
je určit nezadané parametry (často rozměry), aby spolehlivě nena-
stal meznı́ stav.

4. Úlohy o optimalizaci. Úloha je zadána neúplně. Úkolem je stano-
vit nezadané parametry tak, aby spolehlivě nenastal aktuálnı́ meznı́
stav a současně byla splněna optimalizačnı́ podmı́nka (např. mini-
málnı́ hmotnost).

5. Úlohy o odvozovánı́ a dokazovánı́. Požaduje se odvozenı́ jistých
vztahů, závislostı́, vět o silovém působenı́, napjatosti a deformaci.
Jde o úlohy teoretického charakteru.
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3 OBECNÉ VLASTNOSTI A OBECNÉ VĚTY LINEÁRNĚ PRU-
ŽNÉHO TĚLESA

Charakteristickou vlastnostı́ lineárně pružného tělesa je lineárnı́
závislost mezi zatı́ženı́m, napětı́mi, deformacemi a posuvy.

V přı́padě pružného tělesa je tato závislost nelineárnı́, ale po odtı́ženı́
se dostáváme do původnı́ho stavu.

U pružného tělesa (a samozřejmě i v lineárně pružném přı́padě)
závisı́ napjatost a deformace pouze na zatı́ženı́, které na těleso v
daném okamžiku působı́ a nejsou tedy závislé na historii zatěžo-
vánı́.

Pro pružné těleso platı́ zákon zachovánı́ energie v následujı́cı́m tvaru:

Při zatěžovánı́ tělesa v pružném stavu je přı́růstek energie napjatosti
dW roven přı́růstku deformačnı́ práce dA všech sil, působı́cı́ch na
těleso.

dW = dA (3.1)
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Při zatěžovánı́ z nezatı́ženého stavu bez vnitřnı́ napjatosti platı́ přı́slušná
rovnost pro celkové hodnoty

W = A (3.2)

V dalšı́m se omezı́me na lineárně pružné těleso. K tomu je zapotřebı́,
aby bylo splněno několik podmı́nek:

a) materiál tělesa je lineárně pružný. Konstitutivnı́ vztahy popisujı́cı́
vazbu mezi napětı́mi a deformacemi jsou popsány tzv. Hookeovým
zákonem. V přı́padě isotropického materiálového modelu je mecha-
nické chovánı́ materiálu určeno dvěma nezávislými materiálovými
konstantami, jmenovitě modulem pružnostiE a Poissonovým čı́s-
lem µ

b) deformačnı́ posuvy ~u jsou malé a neovlivňujı́ napjatost a deformaci

c) složky tenzoru přetvořenı́ Tε jsou malé (ε < 0, 05)

d) okrajové podmı́nky jsou lineárnı́
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Deformačnı́ práce osamělé sı́ly F

A =

∫ uFA

0

F duF =

∣∣∣∣ F = c uF
FA = c uFA

∣∣∣∣ =

∫ uFA

0

c uF duF =

=
c u2

FA

2
=

FA︷ ︸︸ ︷
c uFA uFA

2
=
FA uFA

2
=

1

2
FA uFA︸︷︷︸

složka
posuvu

(3.3)

Věta o superposici napjatosti a deformace

Napjatost a deformace tělesa, způsobená silovou soustavou Π je
rovna součtu napjatostı́ a deformacı́ způsobených jednotlivými si-
lovými účinky, přičemž nezávisı́ na pořadı́ zatěžovánı́.
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Věta o vzájemnosti pracı́

Současné zatěžovánı́ silami ~F1 a ~F2 0→ ~F1 ∪ ~F2

Postupné zatěžovánı́ I 0→ ~F1 → ~F1 ∪ ~F2

AI =
1

2
F1u11 + F1u12 +

1

2
F2u22 (3.4)

Postupné zatěžovánı́ II 0→ ~F2 → ~F1 ∪ ~F2

AII =
1

2
F2u22 +

1

2
F1u11 + F2u21 (3.5)
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V souladu s předchozı́ větou o superposici platı́

AI = AII

A z porovnánı́ vztahů (4) a (5) dostáváme

F1u12 = F2u21 (3.6)

Předchozı́ vztah je možné vyjádřit slovně ve formě tzv. Bettiho věty o
vzájemnosti pracı́

Práce sı́lyF1 na posuvuu12 způsobeném v mı́stě 1 silouF2 je rovna
práci sı́ly F2 na posuvu u21 způsobeném v mı́stě 2 silou F1.

Věta o vzájemnosti posuvů

Působı́-li v mı́stech 1 a 2 jednotkové sı́ly ~e1 a ~e2, potom pro složky
posuvů platı́:

η12 = η21 (3.7)

Veličiny η12 a η21 se nazývajı́ přı́činkovı́ součinitelé.
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Deformačnı́ práce silové dvojice

A =

2∑
i=0

1

2
Fiui =

1

2
Fu +

1

2
Fu =

=
1

2
Frϕ +

1

2
Frϕ =

1

2
F · 2r︸ ︷︷ ︸
Fd

ϕ =
1

2
Mϕ (3.8)
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Věta o deformačnı́ práci silové soustavy

A =
1

2

ni∑
i=1

Fiui +
1

2

nn∑
n=1

∫
γn

qnu ds + 1
2

nk∑
k=1

∫
Γpk

pku dS+

+
1

2

∫
Ω

ou dV +
1

2

nj∑
j=1

Mjϕj +
1

2

nl∑
l=1

∫
γl

mlϕl ds (3.9)
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Castiglianova věta

Našı́m cı́lem je stanovit složku posuvu uk působiště sı́ly Fk, která ležı́
na povrchu lineárně pružného tělesa

Stav I - zatı́ženı́ tělesa silovou soustavou π ∪ ~Fk

Stav II - zatı́ženı́ tělesa silovou soustavou π ∪ ~Fk ∪ d~Fk resp.
π ∪ d~Fk ∪ ~Fk

AI = Aπ +
1

2
Fkuk

AII = Aπ +
1

2
dFk duk︸ ︷︷ ︸
→0

+
1

2
Fkuk + dFkuk
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Přı́růstek práce vnějšı́ch sil

dA = AII − AI = dFkuk (3.10)

Z čistě matematického pohledu je práce A silové soustavy π složenou
funkcı́ zatı́ženı́

A(π) = A(Fi,Mj)

Totálnı́ diferenciál (přı́růstek) je potom roven

dA =

ni∑
i=1

∂A

∂Fk
dFi +

nj∑
j=1

∂A

∂Mj
dMj (3.11)

V našem přı́padě, kdy působı́ pouze dFk platı́

dA =
∂A

∂Fk
dFk (3.12)

Z porovnánı́ (10) a (12) s přihlédnutı́m k (2) dostáváme
tzv. Castiglianovu větu pro posuv ve směru působı́cı́ sı́ly ve tvaru

uk =
∂A

∂Fk
=
∂W

∂Fk
(3.13)

Znaménková konvence - je-li uk > 0, potom se posuv realizuje
ve směru působı́cı́ sı́ly,pokud je uk < 0, docházı́ k posuvu proti
směru působı́cı́ sı́ly.
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Analogickým postupem je možné odvodit Castiglianovu větu pro
natočenı́ ϕl v mı́stě působenı́ silové dvojice

ϕl =
∂A

∂Ml
=
∂W

∂Ml
(3.14)

Znaménková konvence - je-li ϕl > 0, potom se natočenı́ realizuje ve
směru působenı́ silové dvojiceMl, v přı́padě ϕl < 0 docházı́ k natočenı́
proti směru působenı́ Ml.

Pozn: Pokud chceme stanovit posunutı́ resp. natočenı́ v mı́stech, kde
nepůsobı́ žádná osamělá sı́la resp. silová dvojice, zavádı́me do těchto
mı́st veličiny doplňkové Fd resp. Md . Potom pro posuv resp. úhel
natočenı́ dostáváme

ud =
∂W

∂Fd
; ϕd =

∂W

∂Md
(3.15)

Celý postup provádı́me s obecnými hodnotami Fd resp. Md, jejichž
hodnoty před závěrečnou matematickou operacı́ položı́me rovny 0.
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ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI PRUŽNĚ PLASTICKÉHO
MATERIÁLU A TĚLESA

Jestliže po zatı́ženı́ a následném odtı́ženı́ zůstanou v tělese trvalé defor-
mace, potom bylo těleso (materiál) pod zatı́ženı́m ve stavu elasticko-
plastickém

Určovánı́ napjatosti a deformace je v tomto přı́padě značně obtı́žnějšı́
než u lineárně pružného tělesa. Touto problematikou se zabývá speci-
álnı́ část mechaniky těles, s názvem plasticita.

Základnı́ vlastnosti pružně-plastického tělesa je možné shrnout násle-
dovně:

a) závislost mezi zatı́ženı́m a deformačnı́mi posuvy resp. mezi napě-
tı́m a deformacı́ je v pružně-plastickém stavu nelineárnı́. Jednı́m z
důsledků je i to, že napjatost a deformace závisejı́ na celé historii
zatěžovánı́

b) neplatı́ princip superposice

c) plastická deformace nastává po překročenı́ jisté meznı́ hodnoty na-
pětı́ - meze kluzu σK
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d) odlehčı́me-li těleso z pružně plastického stavu při nehomogennı́ na-
pjatosti, potom vzniknou v těles zbytková napětı́ (vlastnı́ napjatost).

Nejjednoduššı́m materiálovým výpočtovým modelem je zde tzv. ide-
álnı́ pružně-plastický materiál.
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4 ZÁKLADNÍ MATERÁLOVÉ CHARAKTE-
RISTIKY, TAHOVÁ A TLAKOVÁ ZKOUŠKA

Pro řešenı́ úlohy pružnosti a pevnosti jak v rámci obecné tak i prosté PP
je nezbytné znát konstitutivnı́ vztahy materiálu, které popisujı́ závis-
lost mezi napjatostı́ a deformacı́. Ty lze stanovit pouze experimentálně
na základě vhodně uspořádaných zkoušek. Zı́skané silově deforma-
čnı́ charakteristiky se převedou na obecnějšı́ napjatostně-deformačnı́
charakteristiky, na základě kterých se formulujı́ potřebné konstitutivnı́
vztahy.

Základnı́m experimentem v rámci PPI je tahová a tlaková zkouška
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Tahový diagram pro ocel

Charakteristické body na tahovém diagramu

L - mez lineárnı́ho chovánı́ materiálu
E - mez pružného chovánı́ materiálu
H - hornı́ mez kluzu
D - dolnı́ mez kluzu
P - mez únosnosti (smluvnı́ mez pevnosti)
F - počátek lomu
T - konec lomu

Smluvnı́ napětı́

σx =
F

S0
(4.1)

Poměrné deformace (poměrná přetvořenı́)

εx =
∆l

l0
εy =

∆a

a0
εz =

∆b

b0
(4.2)
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Poissonovo čı́slo (součinitel přı́čné kontrakce)

µ = −εy
εx

= −εz
εx

(4.3)

Poissonovo čı́slo pro ocel

Pro pružnostně-pevnostnı́ výpočet tahový diagram zjednodušujeme,
vytvářı́me tzv. výpočtový model materiálu.

kde σkt je tzv. modelová mez kluzu.
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Výpočtový model tahového diagramu vykazuje tři charakteristické ob-
lasti

I Oblast pružných deformacı́ (na inženýrské rozlišovacı́ úrovni ob-
last lineárně pružných deformacı́), kde platı́ jednoduchá lineárnı́
závislost (Hookeův zákon)

σx = Eεx (σ = Eε) (4.4)

E - modul pružnosti v tahu, ocel E = (1, 9− 2, 1) · 105 MPa

εy = εz = −µεx (4.5)

µ - Poissonovo čı́slo, ocel µ = 0,3

Chovánı́ izotropnı́ho materiálu je popsáno dvěma nezávislými kon-
stantami E a µ

Poměrné objemové přetvořenı́ e (do ∼ 5%)

e =
V − V0

V0
=
lab− l0a0b0

l0a0b0
=

(l0 +

l0εx︷︸︸︷
∆l )(a0 +

a0εy︷︸︸︷
∆a )(b0 +

b0εz︷︸︸︷
∆b )− l0a0b0

l0a0b0
=

=
l0(1 + εx)a0(1− µεx)b0(1− µεx)− l0a0b0

l0a0b0
=

= (1 + εx)(1− µεx)(1− µεx)− 1 =

= εx − µεx − µεx − µε2
x − µε2

x︸ ︷︷ ︸
malé, zanedbáme

.
=

.
= εx(1− 2µ) (4.6)
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Z předchozı́ho vztahu vyplývá následujı́cı́ omezenı́ pro hodnotu µ

µ 5 0, 5 (4.7)

Tato relace je důsledkem podmı́nky, že při tahovém namáhánı́ musı́
dojı́t ke zvětšenı́ objemu, tedy e = 0. V přı́padě krajnı́
hodnoty µ = 0,5 hovořı́me o tzv. nestlačitelném materiálu.

Uvedený tvar tahového diagramu odpovı́dá materiálu ve stavu
tvárném. Tahový diagram materiálu ve stavu křehkém má jiný
charakteristický tvar:

Zavádı́ se tu součinitel κ

κ =
σRt
σRd

Litina 0, 25÷ 0, 3 (4.8)

σRt - křehká mez pevnosti v tahu
σRd - křehká mez pevnosti v tlaku

Tahový diagram má v tomto přı́padě přibližně lineárnı́ charakter.
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II Oblast rovnoměrných pružně-plastických deformacı́

Ve sledované oblasti se vzorek zužuje po celé délce rovnoměrně.
Monotonnı́ zatěžovánı́ se děje po tahové křivce, odtěžovánı́ pro-
bı́há po přı́mce se stejným sklonem jako v oblasti I

Napětı́ při odtěžovánı́ je dáno vztahem

σ = σ∗ − E(ε∗ − ε) (4.9)

Deformace v této oblasti závisı́ na historii zatěžovánı́

III Oblast nerovnoměrných pružně-plastických deformacı́

Docházı́ k lokálnı́ koncentraci plastické deformace a vzniká zúženı́
- krček. V rámci prosté PP nedokážeme určit napjatost a deformaci.
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Vlivy na tahový diagram

1) Vlivy metalurgické (chemické složenı́ materiálu)

C ↑ σKt ↑ εf ↓ Cr ↑ σKt ↑

2) Vliv teploty

T ↑ σKt ↓ εf ↑

3) Rychlost zatěžovánı́

ε̇ =
d
dt
ε =

d
dt
l − l0
l0

.
=
v

l0
=

rychlost čela tyče

původnı́ délka tyče
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Vliv na transitnı́ teplotu křehkosti TB

S růstem rychlosti přetvořenı́ ε̇ roste náchylnost ke křehkému lomu,
jelikož transitnı́ teplota TB se zvyšuje.

Tahový diagram při pomalém (statickém) a rychlém (dynamickém)
zatěžovánı́

42



4) Vliv velikosti tělesa

Tahový diagram σ(ε) je materiálovou charakteristikou, která nenı́ pod-
statně závislá na velikosti zkušebnı́ch tyčı́, pokud je zajištěna homoge-
nita chemického složenı́, struktury, napjatosti, defektů, atd.
U některých mechanických charakteristik je závislost na velikosti
vzorku menšı́ (modul pružnosti E, Poissonovo čı́slo µ), u jiných většı́
(mez kluzu σK , křehká mez pevnosti σR, mez únavy σu, tranzitnı́ tep-
lota křehkosti TB).

Pro ilustraci je v následujı́cı́m grafu uvedena závislost meze kluzu na
velikosti zkušebnı́ho tělesa
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5 PRUT V PRUŽNOSTI A PEVNOSTI

5.1 Prutové předpoklady

Prut je nejjednoduššı́m výpočtovým modelem reálného tělesa z hle-
diska vyšetřovánı́ deformace a napjatosti. Musı́ splňovat jisté geo-
metrické, deformačnı́ a napjatostnı́ předpoklady, které souhrnně
nazýváme prutovými předpoklady.

a) Předpoklady geometrické

Prut je geometricky určen střednicı́ γ a přı́čným průřezem ψ(s) v kaž-
dém mı́stě střednice s

- střednice γ je spojnice těžišt’průřezů ψ ; střednice γ je spojitá křivka

- průřez ψ je jedno- či vı́cenásobně souvislá oblast vymezená
rovnicı́ hranice

- délka střednice l je minimálně stejně veliká jako největšı́ rozměr hmax
přı́čného průřezu, většinou l� hmax.
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b) Předpoklady zatěžovacı́ a vazbové

- zatı́ženı́ působı́ na střednici

- vazby omezujı́ posuv a natočenı́ střednice

Uvažujeme vazby bodové (kloubová podpora pevná, posuvná) a vetknutı́.

c) Předpoklady deformačnı́

- střednice γ zůstává po zatı́ženı́ spojitou křivkou

- přı́čné průřezy ψ zůstávajı́ i po deformaci rovinnými a kolmými
ke zdeformované střednici
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d) Předpoklady napjatostnı́

- napjatost u prutu je určena normálovým napětı́m σ a smykovým
napětı́m τ v přı́čném průřezu
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5.2 Klasifikace prutů

5.2.1 Hledisko geometrické

a) Dle křivosti střednice

- pruty přı́mé

- pruty křivé - rovinné, prostorové

b) Dle uzavřenosti střednice

- pruty otevřené

- pruty uzavřené

Def. Prut považujeme za n-krát uzavřený, můžeme-li ho rozdělit na
dvě části řezem, obsahujı́cı́m n+1 bodů střednice

c) Dle poměru rozměru přı́čného průřezu a poloměru
křivosti střednice

- pruty slabě zakřivené h
R 5 1

5

- pruty silně zakřivené h
R >

1
5
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c) Dle proměnlivosti průřezu

- pruty konstantnı́ho průřezu - prismatické

- pruty proměnlivého průřezu - spojitá změna, skoková změna (vrub)

c) Dle natočenı́ průřezu

- pruty nešroubové - hlavnı́ centrálnı́ osy kvadratických momentů
průřezů se nenatáčejı́

- pruty šroubové

5.2.2 Hledisko vazeb

- pruty volné

- pruty vázané

a) staticky určité - stykové výslednice je možné stanovit na základě
statických podmı́nek rovnováhy

b) staticky neurčité - stykové výslednice se stanovı́ na základě static-
kých podmı́nek rovnováhy a přı́slušného počtu deformačnı́ch pod-
mı́nek

48



5.3 Určovánı́ napjatosti a deformace v přı́čném průřezu

Úlohu řešı́me ve dvou krocı́ch. Nejprve stanovı́me v řezu výsledné
vnitřnı́ (silové) účinky (VVU) a následně napjatost a deformaci.

VVU se stanovı́ na základě statických podmı́nek rovnováhy prvku
prutu, uvolněného přı́čným řezem ρ.

Vnějšı́ sı́ly a silové dvojice fyzicky působı́ na povrchu prutu, mo-
delově však na střednici.

Statický rozbor pro volný otevřený prut:

V V U =
{
FVx, FVy, FVz ,MVx,MVy,MVz

}
µ = 6 ν = 6

s = µ− ν = 0

Stanovenı́ složek VVU je v tomto přı́padě úlohou staticky určitou, což
platı́ i v rovinném přı́padě.
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Statický rozbor pro uzavřený prut:

µ = 3 · 6 = 18

ν = 6

s = 18− 6 = 12

obecně s = 6 · n
kde n je stupeň uzavřenosti prutu

Stanovenı́ složek VVU je v přı́padě uzavřeného prostorového prutu
úloha 6 ·n krát, u rovinného prutu potom 3 ·n krát staticky neu-
rčitá.

Výslednou vnitřnı́ sı́lu ~FV a výsledný vnitřnı́ moment ~MV je možné
rozdělit v souladu s lokálnı́m souřadnicovým systémem (SS). Složky
sı́ly a momentu potom představujı́ charakteristický způsob namáhánı́ s
jasným fyzikálnı́m významem.

N - normálná sı́la T - posouvajı́cı́ sı́la
Mo - ohybový moment Mk - kroutı́cı́ moment

V V U = {N, Ty, Tz,My,Mz,Mx} = {N, T,Mo,Mk}
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Def: Jestliže v průřezu působı́ pouze jedna složka VVU,
potom jde o tzv. jednoduché namáhánı́ prutů.

Přı́klady:

Jednoduchý tah V V U = {N+, 0, 0, 0}

Jednoduchý tlak V V U = {N−, 0, 0, 0}

Jednoduchý ohyb V V U = { 0 , 0,Mo, 0}

Jednoduchý krut V V U = { 0 , 0, 0,Mk}

Působı́-li v řezu prutu vı́ce složek hovořı́me o tzv. kombinovaném
namáhánı́ prutů. Typickým přı́padem je kombinované namáhánı́ na
ohyb a krut s následujı́cı́m vektorem VVU

Kombinované namáhánı́ na ohyb a krut V V U = {0, 0,Mo,Mk}
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5.3.1 Algoritmus určovánı́ VVU, integrálnı́ a diferenciálnı́ vztahy mezi vnějšı́m zatı́ženı́m a
složkami VVU

Integrálnı́ vztahy:

Řešı́me podmı́nky statické rovnováhy prvku prutu uvolněného přı́č-
ným rovinným řezem v mı́stě SR.∑ ~F = ~0

∑
i

~Fi +
SR∫
0

~q(s) ds + ~Fv = 0 (5.1)

~Fv = −
∑
i

~Fi −
SR∫
0

~q(s) ds∑
MR = 0

∑
i

(−−→
RAi × ~Fi

)
+

SR∫
0

(−→
RA× ~q(s)

)
ds +

+
∑
j

~Mj +
SR∫
0

~m(s) ds + ~Mv = 0 (5.2)

~Mv = −
∑
i

(−−→
RAi × ~Fi

)
−

SR∫
0

(−→
RA× ~q(s)

)
ds−

∑
j

~Mj −
SR∫
0

~m(s) ds

Vztahy (5.1) a (5.2) představujı́ integrálnı́ relace mezi vnějšı́mi a vni-
třnı́mi silovými účinky. Lze je vyjádřit následovně

Výsledná vnitřnı́ sı́la ~Fv je v rovnováze (resp. je rovna s opačným
znaménkem) se součtem všech vnějšı́ch sil, působı́cı́ch na uvolněný
prvek.

Výsledný vnitřnı́ moment ~Mv je v rovnováze (resp. je roven s
opačným znaménkem) se součtem momentů všech vnějšı́ch sil a
momentů silových dvojic, působı́cı́ch na uvolněný prvek.
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Analýzou vztahů (5.1) a (5.2) dospějeme k následujı́cı́m poznatkům

Skok v průběhu vnitřnı́ sı́ly ~Fv je tam, kde působı́ vnějšı́ osamělá
sı́la.

Skok v průběhu vnitřnı́ho momentu ~Mv je tam, kde působı́ vnějšı́
silové dvojice.
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Diferenciálnı́ vztahy (Schwedlerovy věty):

Dvěma přı́čnými rovinnými řezy uvolnı́me elementárnı́ prvek prutu,
v řezech zavedeme přı́slušné složky VVU a formulujeme podmı́nky
statické rovnováhy pro rovinnou silovou soustavu.

Znaménková konvence pro složky VVU:

Normálová sı́laN v řezu je kladná, je-li tahová.

Posouvajı́cı́ sı́la T v řezu je kladná, jestliže otáčı́ elementem v řezu ve
směru hodinových ručiček .

Ohybový moment M je kladný, pokud namáhá spodnı́ vlákna prutu
tahově a hornı́ tlakově.∑
Fx = 0

N + dN −N + qxdx = 0

qx(x) = −dN(x)
dx (5.3)∑

Fz = 0

T + dT − T + qz dx = 0

qz(x) = −dT (x)
dx (5.4)∑

MR = 0 My −My − dMy + T dx−

.
=0︷ ︸︸ ︷

qz dx
dx
2

= 0

T (x) =
dMy

dx (5.5)

(3) → (2) qz(x) = −d2My

dx2 (5.6)

Předchozı́ vztahy 5.3 až 5.6 se nazývajı́ Schwedlerovy věty.
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Analýzou vztahů (5.3)-(5.5) dospějeme k následujı́cı́m poznatkům:

Zlom v průběhu normálové sı́ly N(x) je v mı́stě skokové změny
osové složky liniové sı́ly qx(x).

Zlom v průběhu posouvajı́cı́ sı́ly T (x) je v mı́stě skokové změny
normálové složky liniové sı́ly qz(x).

Zlom v průběhu ohybového momentu My(x) je v mı́stě skokové
změny posouvajı́cı́ sı́ly T (x), tedy tam, kde působı́ osamělá sı́la
(respektive jejı́ složka), kolmá k ose prutu.

Ze vztahu (5.5) dále vyplyne podmı́nka pro lokálnı́ extrém ohybového
momentu My(x)

dMy(x)

dx
= 0

(5.5)
= T (x)

kterou je možné vyslovit následovně:

Lokálnı́ extrém ohybového momentuMy(x) je v tom mı́stě x, kde
je nulová hodnota posouvajı́cı́ sı́lyT (x), respektive kde posouvajı́cı́
sı́la měnı́ své znaménko.
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5.4 Pruty vázané

Prut uvolnı́me v mı́stech vazeb, které nahradı́me stykovými výsledni-
cemi (reakcemi). Dále stanovı́me celkový počet neznámých parametrů
stykových výslednic

Provedeme statický rozbor silové soustavy

s = µ− ν ν = 3 2−D
ν = 6 3−D

a) Prut je staticky určitý (nepohyblivý) (s = 0)

Stykové výslednice stanovı́me na základě podmı́nek statické rovno-
váhy a dále při stanovovánı́ napjatosti a deformace postupujeme jako
u prutu volného.

µ = 3 ; ν = 3

s = µ− ν = 3− 3 = 0

∑
Fx = 0 ;

∑
Fz = 0 ;

∑
MA = 0

=⇒ FAx, FAz, FB
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a) Prut je staticky neurčitý (nepohyblivý) (s > 0)

Stykové výslednice se určı́ pomocı́ podmı́nek statické rovnováhy a z
deformačnı́ch podmı́nek

Algoritmus řešenı́:

1. Provedeme úplné uvolněnı́ prutu z vazeb, které nahradı́me staticky
ekvivalentnı́mi silovými výslednicemi

Provedeme statický rozbor a napı́šeme podmı́nky statické rovno-
váhy

µ = 5 ; ν = 3 ; s = µ− ν = 5− 3 = 2

∑
Fx = 0 ;

∑
Fz = 0 ;

∑
MA = 0

Ze statického rozboru vyplývá, že jsou nutné 2 deformačnı́ pod-
mı́nky.

57



2. Provedeme částečné uvolněnı́ prutu z vazeb na úroveň úlohy
staticky neurčité (a nepohyblivé). Deformačnı́ podmı́nky formulu-
jeme pro uvolněné vazby. Existuje vı́ce možnostı́.

a) uB = 0

uB =
∂W

∂FBx
= 0

wB = 0

wB =
∂W

∂FBz
= 0

W = W
(
F1,M1, FBx, FBz

)
a) uB = 0

uB =
∂W

∂FBx
= 0

ϕA = 0

ϕA =
∂W

∂MA
= 0

W = W
(
F1,M1, FBx,MA

)
3. Deformačnı́ podmı́nky se řešı́ pomocı́ poznatků Pružnosti a pev-

nosti I, zejména použitı́m Castiglianovy věty. Z matematického po-
hledu představujı́ tyto vztahy podmı́nky pro lokálnı́ extrém energie
napjatosti W (F1,M1, FBx, FBz) jako složené funkce stykových
výslednic, přı́slušejı́cı́ch uvolněným vazbám. Dostáváme soustavu
lineárnı́ch rovnic, ze kterých se stanovı́ tyto stykové výslednice.
Ostatnı́ stykové výslednice určı́me z podmı́nek statické rovnováhy.
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6 NAMÁHÁNÍ NA TAH A TLAK

6.1 Základnı́ vztahy

Základnı́ vztahy pro napětı́, deformaci a energii napjatosti odvodı́me
pro idealizovaný modelový přı́pad prostého tahu.

Def: Prostým tahem (tlakem) nazýváme namáhánı́ přı́mého prizma-
tického prutu, je-li splněno

a) platı́ obecné prutové předpoklady

b) přı́čné průřezy se vzájemně oddalujı́ nebo přibližujı́, přičemž zůstá-
vajı́ rovinnými a kolmými ke střednici. Střednice zůstává přı́mková

c) jedinou nenulovou složkou VVU je normálová sı́la N

∑
Fx = 0 N(x) = F (6.1)

εx(x) =
A′B′ − AB

AB
=

(dx + u + du− u)− dx
dx

=
du
dx

(6.2)

εx(x) = konst. 6= f (y, z) !
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S ohledem na předpoklad b) platı́, že poměrné přetvořenı́ εx v řezu x je
konstantnı́ a nezávisı́ na souřadnicı́ch y a z. Pro zbylá dvě přetvořenı́
εy, εz dostáváme v souladu s poznatky z tahové zkoušky

εy = εz = −µεx (6.3) µ- Poissonovo čı́slo

Vzhledem k tomu, že v průběhu zatěžovánı́ nedocházı́ ke změně pra-
vých úhlů u elementů v řezu (viz obr.), jsou přı́slušné zkosy nulové,
tedy

γxy = γyz = γzx = 0 (6.4) (pro 3-D)

Deformace u prostého tahu (tlaku) je prostorová (3-D).

Hookeův zákon pro prostý tah a prostý smyk

σx = Eεx (6.5) τ = Gγ (6.6)

KdeG je modul pružnosti ve smyku, definovaný vztahem

G =
E

2(1 + µ)
(6.7)

Vzhledem k tomu, že εx je po průřezu konstantnı́ a zkosy jsou dle (6.4)
nulové, platı́ v souladu s Hookeovým zákonem (6.5) a (6.6) pro složky
napětı́ následujı́cı́ relace

σx = σ ; σy = σz = 0 ; τxy = τyz = τzx = 0 (6.8)

Napjatost při prostém tahu (tlaku)je jednoosá - 1-D.
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Vzhledem ke konstantnı́mu průběhu poměrného přetvořenı́ εx v řezu a
k platnosti Hookeova zákona (6.5) je průběh napětı́σx v řezu rovněž
konstantnı́.

Z podmı́nky statické ekvivalence a s ohledem na konstantnı́ průběh
napětı́ σx po průřezu dostáváme

N(x) =

∫
ψ

σx dS = σxS

σ(x) =
N(x)

S(x)
=
F

S
(6.9)

Posunutı́ u v mı́stě x

u(x) =

x∫
0

du′ =

x∫
0

εx dx′ =

x∫
0

σ(x′)

E
dx′ =

=

x∫
0

N(x′) dx′

ES(x)
=
Nx

ES
(6.10)

Celkové prodlouženı́ prutu ∆l

u(l) =∆l =
Nl

ES
=
Fl

ES
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Energie napjatosti

Energie napjatosti elementárnı́ho prvku dΩ

dW = dA = −1

2
Nu +

1

2
N(u + du) =

1

2
N du =

1

2
Nεx dx =

=
1

2
N
σx
E

dx =
N 2 dx
2ES

(6.11)

Energie napjatosti celého prutu

W =

∫
γ

dW =

l∫
o

N 2(x) dx
2ES(x)

=
N 2l

2ES
=

F 2l

2ES
(6.12)

Měrná energie napjatosti při prostém tahu (tlaku)

λ =
dW
dV

=
N 2 dx

2ESS dx
=
σ2

2E
=
σε

2
(6.13)
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6.2 Napjatost v šikmém řezu, rozbor tahové napjatosti

Šikmým řezem ρ s plochou Sρ uvolnı́me z tělesa Ω prvek Ω1.

Z poznatků analytické geometrie vyplývá

Sρ =
S

cosϕ
(6.14)

Pro obecné napětı́ ~fρ v šikmém řezu ρ a jeho složky σρ a τρ dostáváme

fρ =
F

Sρ
=
F cosϕ

S
= σ cosϕ (6.15)

σρ = fρ cosϕ = σ cos2 ϕ =
σ

2
(1 + cos 2ϕ) (6.16)

τρ = fρ sinϕ = σ cosϕ sinϕ =
σ

2
sin 2ϕ (6.17)

kde σ je normálové napětı́ v přı́čném řezu.
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Maximálnı́ hodnoty složek napětı́ (6.16), (6.17) =⇒

σρ,max = σ cos 2ϕ = 1 ϕ = 0, π, 2π

τρ,max = σ
2 sin 2ϕ = 1 ϕ = π

4 = 45◦

Maximálnı́ normálové napětı́ σρ,max je v přı́čném řezu (ϕ = 0)

Maximálnı́ smykové napětı́ τρ,max je v řezu s úhlem normály ϕ = 45◦

Složky napětı́ v kolmém řezu ρ′:

Normála tohoto řezu je pod úhlem β = ϕ + π
2

σρ′ =
σ

2
(1 + cos 2β) =

σ

2
[1 + cos(2ϕ + π)] =

=
σ

2
(1− cos 2ϕ) 6= σρ

τρ′ =
σ

2
sin 2β =

σ

2
sin(2ϕ + π) =

= −σ
2

sin 2ϕ = −τρ

Předchozı́ vztahy je možné vyjádřit slovně formou tzv. věty o sdruže-
nosti smykových napětı́:

Smyková napětı́ ve dvou vzájemně kolmých rovinách, kolmá k
společné průsečnici jsou stejně veliká a mı́řı́ bud’do společné prů-
sečnice nebo od nı́.

Tato věta platı́ obecně i v přı́padě prostorové napjatosti.
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Grafické znázorněnı́ tahové napjatosti v Mohrově rovině (σρ, τρ)

Algebraickou úpravou vztahů (6.16) a (6.17) dostáváme

σ − σ

2
=
σ

2
cos 2ϕ /2

τρ =
σ

2
sin 2ϕ /2

Umocněnı́m a sečtenı́m obou rovnic dostáváme následujı́cı́ rovnici(
σ − σ

2

)2

+ τ 2
ρ =

(σ
2

)2

(6.18)

která představuje v Mohrově rovině se souřadnicovými osami σρ a τρ
rovnici kružnice se středem v mı́stě σ = σ

2 a s poloměrem σ
2 . Uvedená

kružnice má název Mohrova kružnice.
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Mohrova kružnice je geometrické mı́sto bodů, odpovı́dajı́cı́ch složkám
napětı́ σρ a τρ ve všech řezech ρ, které procházejı́ bodem A. Napjatost
při prostém tahu je tedy geometricky určena Mohrovou kružnicı́.

Úhlu natočenı́ ϕ mezi řezy ρ odpovı́dá dvojnásobný úhel mezi odpo-
vı́dajı́cı́mi body na Mohrově kružnici a to ve stejném smyslu.

Přı́pad prostého tahu (tlaku) je ideálnı́m modelovým přı́padem, který
prakticky neexistuje. Probereme si nynı́ vliv nejčastějšı́ch odchylek od
tohoto přı́padu.
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6.2.1 Vliv změny přı́čného průřezu podél střednice

a) změna spojitá

Podmı́nka silové rovnováhy pro elementárnı́ prvek dΩ1 v axiálnı́m
směru

(σ +

.
=0︷︸︸︷
dσ )dS − τπd(x) dx = 0

τ =
σ

πd(x)

dS
dx

(6.19)

U veliké většiny praktických přı́padů je symkové napětı́ τ velmi malé
τ � σ a můžeme je vůči normálovému napětı́ σ zanedbat.
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b) změna skoková (konstrukčnı́ vrub)

V mı́stě vrubu vzniká prostorová napjatost a docházı́ zde ke koncentraci
napětı́. Vliv vrubu na napjatost vyjadřujeme smluvně součinitelem
koncentrace napětı́ α.

σmax = ασn = α
N

S
(6.20)

Tahová napjatost je porušena pouze v bezprostřednı́m okolı́ vrubu. Vliv
vrubu na napjatost je zapotřebı́ uvažovat, celková deformace prutu je
však většinou ovlivněna nepodstatně, zanedbatelně.

Součinitel bezpečnosti vůči mezi kluzu σK je potom roven

kK =
σK
σmax

(6.21)
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6.2.2 Vliv proměnlivosti normálové sı́lyN(x) podél střednice

a) skoková změnaN(x)

Skoková změna normálové sı́ly N(x) je způsobena osamělými silami,
které působı́ v ose prutu.

Vzhledem k tomu, že vnějšı́ sı́la může působit pouze na povrchu tělesa,
docházı́ v tomto přı́padě k porušenı́ tahové napjatosti (1-D) a napja-
tost je prostorová (3-D), která bude záviset na konstrukčnı́m provedenı́
přenosu vnějšı́ho zatı́ženı́ na prut. V rámci předmětu PPI se nebudeme
touto záležitostı́ blı́že zabývat a budeme předpokládat, že tento vliv
nenı́ podstatný.

b) spojitá změnaN(x), způsobená objemovým zatı́ženı́m
(gravitačnı́ pole, pole odstředivých sil).

Pokud vektor objemového zatı́ženı́ má směr střednice prutu a toto
je rovnoměrně rozloženo po průřezu, potom zůstává tahová napjatost
zachována, ale stává se podél prutu nehomogennı́.
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Přı́klad: Stanovte průběh napětı́ v laně a jeho protaženı́ působenı́m gra-
vitačnı́ho pole.

Elementárnı́ gravitačnı́ sı́lu d~Fg můžeme
vyjádřit jako objemovou sı́lu následovně

d~Fg = ~o dV = ρ~g dV = ρ~gS dx

Normálová sı́la N
v mı́stě xR je rovna

N(xR) =

l∫
xR

dFg =

l∫
xR

ρgS dx = ρgS(l − xR) (1)

Normálové napětı́ σ(xR) v mı́stě xR je rovno

σ(xR) =
N(xR)

S
= ρg(l − xR) (2)

Pro posuv u v mı́stě xR dostáváme

u(xR) =

xR∫
0

du =

xR∫
0

εx dx =

xR∫
0

σx
E

dx
(2)
=
ρg

E

xR∫
0

(l − x) dx =

=
ρg

E

(
lxR −

x2
R

2

)
(3)
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Posuv ul na konci prutu, který odpovı́dá protaženı́ prutu ∆l, je roven

u(xR = l) = ∆l
(3)
=
ρg l2

2

E
=
ρg

V︷︸︸︷
Sl

ES

l

2
=

Fgl

2ES
(4)

Z rovnice (4) plyne, že celkové protaženı́ prizmatického prutu ∆l v
gravitačnı́m poli lze stanovit tak, jakoby celková tı́ha prutu Fg působila
v těžišti a natahovala pouze polovinu délky prutu.

Průběh napětı́ σ(xR) a průběh posuvů u(xR) podél střednice dle rovnic
(2) a (3) je možné vyjádřit graficky následovně

Součinitel bezpečnosti je potom roven

kK =
σK
σmax

= kD (> 1) (5)
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Přı́klad: Stanovte průběh napětı́ v rotujı́cı́ prizmatické tyči a jejı́ prota-
ženı́ působenı́m pole odstředivých sil.

Elementárnı́ odstředivá sı́la dFo je rovna

dFo = dm rω2 = S dx ρxω2 = ρω2Sx dx (1)

Pro normálovou sı́lu N v mı́stě xR dostáváme

N(xR) =

l∫
xR

dFo = ρω2S

l∫
xR

x dx =
1

2
ρω2S

(
l2 − x2

R

)
(2)

Normálové napětı́ σ v mı́stě xR je dáno vztahem

σ(xR) =
N(xR)

S
=

1

2
ρω2

(
l2 − x2

R

)
(3)
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A pro posuv u v mı́stě xR prutu platı́

u(xR) =

xR∫
0

du =

x∫
0

εx dx =

xR∫
0

σx
E

dx =
1

2E
ρω2

xR∫
0

(
l2 − x2

R

)
dx

=
ρω2

2E

(
l2xR −

x3
R

3

)
(4)

Maximálnı́ normálové napětı́ v prutu je rovno

σmax = σ(xR = 0) =
1

2
ρω2l2

Posunutı́ u(l) na konci prutu je rovno

u(xR = l) =
ρω2

3E
l3

Průběh napětı́ σ(x) a posunutı́ u(x) podél střednice rotujı́cı́ho prutu
jsou graficky znázorněny v souladu s (3) a (4) následovně
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6.2.3 Vliv zakřivenı́ střednice

Obecně zakřivenı́ střednice vede k porušenı́ rovnoměrné tahové na-
pjatosti. My se zaměřı́me na pruty slabě zakřivené (h � R), kde je
předpoklad rovnoměrné tahové napjatosti splněn s dostatečnou přes-
nostı́.

Budeme řešit přı́pad tenkého rotujı́cı́ho kroužku, zatı́ženého od-
středivou silou za rotace

Elementárnı́ odstředivá sı́la d~Fo je rovna

dFo = dm Rω2 = ρ

dV︷ ︸︸ ︷
bhRdϕRω2

Podmı́nka silové rovnováhy
v radiálnı́m vypadá násle-
dovně∑
Fr = 0

dFo − 2N

.
=dϕ

2︷ ︸︸ ︷
sin

dϕ
2

= 0

A pro normálovou sı́lu N dostá-
váme po dosazenı́ za dFo

N =
dFo
dϕ

= ρω2R2bh (6.22)

Vztah pro normálové napětı́ potom vypadá následovně

σ =
N

S
= ρω2R2 (6.23)
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Poměrné přetvořenı́ εx v obvodovém směru

εx =
2π(R + uR)− 2πR

2πR
=
uR
R

(6.24)

Aplikacı́ Hokeova zákona obdržı́me

εx =
σx
E

=
ρω2R2

E
(6.25)

Porovnánı́m (6.24) a (6.25) dostáváme pro radiálnı́ posuv střednice uR

uR =
1

E
ρω2R3 (6.26)

Přı́pad nasazenı́ tenkého kroužku na hřı́del s přesahem.

Aplikacı́ vztahu (6.24) dostáváme pro poměrné pře-
tvořenı́

εx =
uR
R

.
=

∆

R
(6.27)

a napětı́ je využitı́m Hookeova zákona rovno

σx = Eεx
.
=
E∆

R
(6.28)

kK =
σK
σmax

= kD (> 1)
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6.3 Algoritmus určovánı́ napjatosti a deformace při tahovém (tlakovém) na-
máhánı́

Při určovánı́ napjatost a deformace použı́váme vztahů odvozených pro
prostý tah (tlak) s uvažovánı́m vlivu odchylek

a) volný prut

Prut rozdělı́me na úseky, ve kterých je průběh N(x), resp. σx popsán
jednı́m matematickým vztahem. Hranicemi úseků jsou mı́sta působenı́
osamělých sil Fi, resp. skokové změny průřezu. V každém úseku pro-
vedeme uvolněnı́ prvku rovinným řezem, v kterém zavedeme normálo-
vou sı́lu N , působı́cı́ v kladném směru a aplikujeme silovou podmı́nku
statické rovnováhy ve směru osy prutu.

N(x1) = F1 σ(x1) =
N(x1)

S(x1)
=

4F1

πd2(x1)

N(x3) = F1 + F2 − F3 σ(x3) =
N(x3)

S(x3)
=
F1 + F2 − F3

S3

N(x7) = F6 − F5 σ(x7) =
N(x7)

S(x7)
=
F6 − F5

S7
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Posuv v mı́stě řezu x3 se počı́tá jako součet protaženı́ všech úseků prutu
od mı́sta uloženı́ až po přı́slušný řez

u(x3) =
∑

∆li =

c∫
0

σ(x1)

E
dx1 +

N(x2)b

ES2
+
N(x3)(x3 − a− b)

ES3

Osový průběh normálové sı́ly N(x) a napětı́ σ(x) jsou uvedeny na
následujı́cı́ch obrázcı́ch

Bezpečnost prutu vůči mezi kluzu je rovna

kK =
σK
σmax

=
σK
|σ(x6)|

= kD (> 1)
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b) prut vázaný

− staticky určitý. Stykovou výslednici stanovı́me ze silové pod-
mı́nky statické rovnováhy ve směru osy prutu a dále řešı́me jako
prut volný.

− staticky neurčitý. Jako přı́klad uvedeme prizmatický prut obou-
stranně vetknutý, zatı́žený osamělou silou F .

Postup řešenı́:

1) Úplné uvolněnı́, statický rozbor a podmı́nka silové rovnováhy

µ = 2 ; ν = 1 ; s = µ− ν = 1

Úloha je jedenkrát staticky neurčitá.

Podmı́nka silové rovnováhy
∑
Fx

FA + FB − F = 0 (1)
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2) Částečné uvolněnı́ na úroveň staticky určité úlohy

Deformačnı́ podmı́nka

uA = 0 (2)

Řešeno superposicı́:

|∆lF | =
∣∣∆lFA∣∣

Fb

ES
=
FA(a + b)

ES
⇒ FA =

Fb

a + b
=
Fb

l

Řešeno Castiglianovou větou:

N(x1) = −FA ; N(x2) = −FA + F

uA =
∂W

∂FA
=

∂

∂FA

[
N 2(x1)a

2ES
+
N 2(x2)b

2ES

]
=

=
N(x1)a

ES

∂N(x1)

∂FA
+
N(x2)b

ES

∂N(x2)

∂FA
=

= −FAa
ES

(−1) +
(−FA + F ) b (−1)

ES
= 0 =⇒ FA =

Fb

a + b
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6.4 Soustavy těles

Omezı́me se pouze na soustavy, které se skládajı́ z prutů namáhaných
na tah (tlak) a dále z tuhých neprutových těles. Půjde o následujı́cı́
přı́pady:

a) prutové soustavy, kde pruty jsou spojeny rotačnı́mi kinematickými
dvojicemi, přičemž každý prut je zároveň vázán k rámu

b) soustavy prutů a neprutových tuhých těles, přičemž každý z členů
je vázán k rámu

c) prutové soustavy, u kterých je vzájemná nepohyblivost prutů způ-
sobena vnitřnı́mi vazbami a které jsou jako celek uchyceny k rámu.

Demonstračnı́ přı́klady:

Ad a) Stanovte sı́ly v prutech a proved’te pevnostnı́ kontrolu

F = 104 N; S = 50 mm2; l = 1 m; α = 30◦; σK = 350 MPa; kD = 2

Úplné uvolněnı́
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Statická analýza: µ = 3 ; ν = 2 ; s = µ− ν = 1

úloha je jedenkrát staticky neurčitá

Podmı́nky statické rovnováhy∑
Fx : FA + FB cosα + FC cos 2α = 0 (1)

∑
Fz : FB sinα + FC sin 2α + F = 0 (2)

Částečné uvolněnı́ na úroveň úlohy staticky neurčité

Deformačnı́ podmı́nka a jejı́ řešenı́ pomocı́ Castiglianovy věty

uC = 0 (3)

uC =
∂W

∂FC
=

∂

∂FC

3∑
1

N 2
i li

2EiSi
=

3∑
1

Nili
EiSi

∂Ni

∂FC
(4)

Stanovenı́ normálových silN

N3 = FC

N2 = FB
(2)
= − 1

sinα
(FC sin 2α + F ) = −2FC cosα− F

sinα
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N1 = FA
(1)
= −FB cosα− FC cos 2α =

2FC cos2 α + F (cotα− FC cos 2α︸ ︷︷ ︸
cos2 α−sin2 α

=

= FC(cos2 α + sin2 α︸ ︷︷ ︸
=1

) + F cotα = FC + F cotα

Po dosazenı́ za Ni do deformačnı́ podmı́nky (4) dostáváme následujı́cı́
rovnici s jedinou neznámou, kterou je uvolněná styková výslednice FC

(FC + F cotα)l · 1
ES

+

(
−2FC cosα− F

sinα

)
l

cosα (−2 cosα)

ES
+

+
FC

2ES

l

cos 2α
· 1 = 0

/
·ES
l

FC + F cotα + 4FC cosα +
2F

sinα
+

FC
2 cos 2α

= 0

FC =
−F cotα− 2F

sinα

1 + 4 cosα + 1
2 cos 2α

=
−F

(
cotα + 2

sinα

)
1 + 4 cosα + 1

2 cos 2α

= −1, 049 F

A zpětným dosazenı́m zı́skáme sı́ly v prutech N

N1 = FC + F cotα = 0, 683 F

N2 = −2FC cosα− F

sinα
= −0, 183 F

N3 = FC = −1, 049 F
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a přı́slušná napětı́

σ1 =
N1

S1
=

0, 683 · 104

50
= 136, 6 MPa

σ2 =
N2

S2
=
−0, 183 · 104

50
= −36, 6 MPa

σ3 =
N3

S3
=
−1, 049 · 104

100
= −104, 9 MPa

Následuje pevnostnı́ kontrola vůči mezi kluzu

σmax = max {|σi|} = 136, 6 MPa

kK =
σK
σmax

=
350

136, 6
= 2, 56 > kD = 2

Pozor! U prutů tlakově namáhaných je zapotřebı́ provést také
kontrolu na vzpěr!
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Ad b) Stanovte sı́ly v prutech a proved’te pevnostnı́ kontrolu

Statická analýza pro soustavu těles úplně uvolněnou z vnějšı́ch vazeb

µ = 5 ; ν = 3 ; s = µ− ν = 5− 3 = 2

Soustava těles je dvakrát staticky neurčitá.

Podmı́nky statické rovnováhy∑
Fx : FAx = 0 (1)

∑
Fz : FAz + FB + FC + FD − F = 0 (2)

∑
MA : FB · a + FC · 2a + FD · 3a− F · 2a = 0 (3)
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Částečné uvolněnı́ na úroveň úlohy staticky neurčité

Deformačnı́ podmı́nky a jejich řešenı́ pomocı́ Castiglianovy věty

wC =
∂W

∂FC
=

3∑
1

Nili
EiSi

∂Ni

∂FC
= 0 (4)

wD =
∂W

∂FD
=

3∑
1

Nili
EiSi

∂Ni

∂FD
= 0 (5)

Stanovenı́ normálových sil N a jejich dosazenı́ do deformačnı́ch pod-
mı́nek (4) a (5)

N1 = FB
(3)
= −2FC − 3FD + 2F

N2 = FC

N3 = FD
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Dosazenı́ N do deformačnı́ch podmı́nek (4) a (5)

(−2FC − 3FD + 2F ) · a · (−2)

ES
+
FC · 2a · 1

ES
+
FD · 2a · 0

2ES
= 0 /·ES

(−2FC − 3FD + 2F ) · a · (−3)

ES
+
FC · 2a · 0

ES
+
FD · 2a · 1

2ES
= 0 /·ES

⇒ FC, FD ⇒ N1, N2, N3 ⇒ σ1, σ2, σ3 ⇒ σmax ⇒ kK = σK
σmax

= kD

Jiné deformačnı́ podmı́nky, využı́vajı́cı́ tuhost neprutového tělesa (obr.1)

∆l1
a

=
∆l2
2a
⇒ FBa

ESa
=
FC · 2a
ES · 2a

⇒ FC = FB

∆l1
a

=
∆l3
3a
⇒ FBa

ESa
=

FD · 2a
2ES · 3a

⇒ FD = 3FB

FC, FD → (3) ⇒

FB · a + FB · 2a + 3FB · 3a− F · 2a = 0

/
·1
a

FB =
2F

12
=
F

6
= FC

FD = 3FB =
F

2

(2) ⇒ FAz = F − (FB + FC + FD) =
F

6
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Ad c) Stanovte sı́ly v prutech a stykové výslednice u přı́hradové
konstrukce dle obrázku

1) Hledisko vnějšı́ch vazeb

Uvolněnı́ z vnějšı́ch vazeb na úroveň úlohy vnějškově staticky určité a
vnějšı́ statická analýza

µe = 5 ; νe = 3

se = µe − νe = 5− 3 = 2

Úloha je dvakrát vnějškově staticky neurčitá (dvě přebytečné vnějšı́
vazby)

Podmı́nky vnějšı́ statické rovnováhy∑
FAx : −FAx + F1 = 0 ⇒ FAx = F1 (1)

∑
FAz : FAz + FB + FC + FD − 2F = 0 (2)

∑
MA : FB · a + 2FC · a + 3FD · a− F1 · a− F2 · 2a = 0 (3)
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Částečné uvolněnı́ na úroveň vnějškově staticky určité úlohy a formu-
lace vnějškových deformačnı́ch podmı́nek

wC =
∂W

∂FC
=

10∑
1

Nili
EiSi

∂Ni

∂FC
= 0 (4)

wD =
∂W

∂FD
=

10∑
1

Nili
EiSi

∂Ni

∂FD
= 0 (5)

2) Hledisko vnitřnı́ch vazeb

Klasifikace z hlediska vnitřnı́ statické určitosti (vycházı́ se z podmı́nek
statické rovnováhy v uvolněných styčnı́cı́ch)

µi = p = 10 ; νi = 2k − 3 = 2 · 6− 3 = 9

(p je počet prutů a k počet styčnı́ků-kloubů)

si = µi − νi = 10− 9 = 1

Úloha je jedenkrát vnitřně staticky neurčitá (existuje jedna přebytečná
vnitřnı́ vazba).
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Uvolněnı́ na úroveň úlohy vnitřně staticky neurčité (přerušenı́ jedné
nadbytečné vnějšı́ vazby)

Formulace deformačnı́ podmı́nky plynoucı́ z podmı́nky spojitosti de-
formacı́ v mı́stě myšleného řezu

|u′9| = |u′′9| = u9 (6)

u′9 =
∂W

∂N ′9
; u′′9 =

∂W

∂N ′′9
; N ′9 = N ′′9 = N9

|u′9| = u′9 ; |u′′9| = −u′′9 → (6)

u′9 = −u′′9 ⇒
∂W

∂N ′9
= − ∂W

∂N ′′9
⇒ ∂W

∂N9
= 0 (7)

Předchozı́ podmı́nku spojitosti opět řešı́me pomocı́ Castiglianovy věty

∂W

∂N9
=

∂

∂N9

∑
i

N 2
i li

2EiSi
=

10∑
1

Nili
EiSi

∂Ni

∂N9
= 0 (8)

K tomu, abychom mohli řešit deformačnı́ podmı́nky (4), (5) a (6) je
nutné v dalšı́m kroku stanovit normálové sı́ly v prutech Ni na základě
podmı́nek statické rovnováhy v uvolněných styčnı́cı́ch, přičemž musı́
být splněna následujı́cı́ podmı́nka

W = W (F1, F2, FC, FD, N9) ; Ni = Ni(F1, F2, FC, FD, N9)
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Při stanovenı́ normálových sil Ni obvykle využı́váme postupnou styč-
nı́kovou metodou, přičemž vycházı́me ze styčnı́ků, ve kterých jsou dva
neznámé parametry, např. ze styčnı́ku D.∑

Fx : −N3 −N4

√
2

2 = 0∑
Fz : FD + N4

√
2

2 = 0

⇒ N4 = −
√

2 FD ; N3 = FD

∑
Fx : N5 + N9

√
2

2 −N4

√
2

2 = 0

N5 = −N9

√
2

2 + N4

√
2

2 =

= −
√

2
2 N9 − FD

∑
Fz : F2 +

√
2

2 N9 + N10 + N4

√
2

2 = 0

N10 = −F2 −
√

2
2 N9 −N4

√
2

2 = −F2 −
√

2
2 N9 + FD

Po dosazenı́ Ni do deformačnı́ch podmı́nek (6.50), (6.51) a (6.54)
dostaneme 3 lineárnı́ rovnice, ze kterých stanovı́me 2 vnějšı́ uvolněné
stykové výslednice FC a FD a vnitřnı́ uvolněnou vazbu N9. Jejich
zpětným dosazenı́m do vztahů pro Ni dostaneme všechny normálové
sı́ly Ni. Následuje určenı́ normálových napětı́ a pevnostnı́ kontrola.

σi =
Ni

Si
; σmax = max {|σi|}

kK =
σK
σmax

= kD

90



7 NAMÁHÁNÍ NA OHYB

7.1 Základnı́ vztahy pro napětı́ a deformaci v řezu

Potřebné vztahy pro napjatost a deformaci odvodı́me pro idealizovaný
přı́pad prostého ohybu.

Def.: Prostým ohybem rozumı́me namáhánı́ přı́mého prismatického
prutu, je-li splněno

a) platı́ obecné prutové předpoklady

b) přı́čné průřezy zůstávajı́ v průběhu zatěžovánı́ rovinnými a otáčejı́
se kolem osy ležı́cı́ v této rovině a následovně se deformujı́. Přı́čné
průřezy zůstávajı́ kolmé ke zdeformované (prohnuté) střednici

c) jedinou složkou VVU je ohybový moment Mo(x), který je kon-
stantnı́ po celé délce prutu

V prvnı́m kroku stanovı́me ohybový moment Mo(x) na základě pod-
mı́nky rovnováhy uvolněného prvku prutu.

Momentové podmı́nky∑
My : My(x) = M1y ;

∑
Mz : Mz(x) = M1z (7.1)
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V dalšı́m kroku stanovı́me průběh přetvořenı́ εx a napětı́ σx v přı́čném
řezu na základě přı́slušné pracovnı́ podmı́nky ad b)

uA = u(y, z) = a1 + b1y + c1z (7.2)

εx(y, z) =
uA
h

= a + by + cz (7.3)

Průběh poměrných přetvořenı́ εx(y, z) po průřezu je popsán rovnicı́
roviny. S ohledem na tahový (tlakový) charakter napjatosti platı́ pro
zbývajı́cı́ dvě přetvořenı́ následujı́cı́ vztahy

εy(y, z) = εz(y, z) = −µεx(y, z) (7.4)

Z podmı́nky kolmosti přı́čného průřezu na zdeformovanou střednici
vyplývá nulovost zkosů

γxy = γyz = γzx = 0 (7.5)

V přı́padě prostého ohybu jde o prostorovou (3-D) deformaci.
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S ohledem na charakter zatěžovánı́ je jedinou složkou normálových
napětı́ složka σx, tedy

σx 6= 0 ; σy = σz = 0 (7.6)

Z Hookeova zákona pro prostý smyk vyplývajı́ s ohledem na nulové
zkosy (7.5) i nulová smyková napětı́

τxy = Gγxy = 0 ; τyz = 0 ; τzx = γzx = 0 (7.7)

V přı́padě prostého ohybu jde o jednoosou (1-D) napjatost.

Průběh normálového napětı́ σx v řezu plyne z Hookeova zákona

σx(yz) = Eεx
(7.3)
= E(a + by + cz) (7.8)

Zatı́m neznámé koeficienty a, b a c v předchozı́m vztahu se určı́ na
základě podmı́nek statické ekvivalence mezi složkami VVU a elemen-
tárnı́mi silami z normálového napětı́ σx pro přı́čnı́ řez v mı́stě x
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Silová podmı́nka statické ekvivalence ve směru osy x vypadá násle-
dovně

N =

∫
ψ

σx dS = E

a
S︷ ︸︸ ︷∫

ψ

dS + b

Uz︷ ︸︸ ︷∫
ψ

y dS + c

Uy︷ ︸︸ ︷∫
ψ

z dS

 (7.9)

Pokud osy y a z procházejı́ těžištěm průřezu, potom platı́ Uy = 0,
Uz = 0. Vztah (7.9) je potom splněn pouze pokud a = 0 → (7.8)⇒

σx(y, z) = E(by + cz) (7.10)

Dále předpokládáme, že osy y a z jsou hlavnı́mi centrálnı́mi osami
kvadratických momentů, což vede k nulovému deviačnı́mu momentu,
tedy Jyz = 0. Následujı́ momentové podmı́nky statické ekvivalence.

My =

∫
ψ

σxz dS
(7.10)

= E

b
Jyz=0︷ ︸︸ ︷∫

ψ

yz dS + c

Jy︷ ︸︸ ︷∫
ψ

z2 dS



c =
My

EJy
(7.11)

94



Mz =

∫
ψ

σy dS
(7.10)

= −E

b
Jz︷ ︸︸ ︷∫

ψ

y2 dS + c

Jyz=0︷ ︸︸ ︷∫
ψ

yz dS



b = −Mz

EJz
(7.12)

Po dosazenı́ (7.11) a (7.12) do (7.10) obdržı́me pro průběh napětı́

σx(y, z) =
My

Jy
z − Mz

Jz
y (7.13)

Přı́slušné přetvořenı́ εx vyplývá z Hookeova zákona - εx = σx
E

εx(yz) =
My

EJy
z − Mz

EJz
y (7.14)

Def: Pokud nositelka ohybového momentu ~Mo ležı́ v některé
z hlavnı́ch centrálnı́ch os kvadratických momentů (osách
symetrie) pak se ohyb nazývá základnı́m ohybem.

Ze vztahů (7.13) a (7.14) vyplývá, že prostý ohyb je superposicı́
dvou základnı́ch ohybů, což v dalšı́m budeme využı́vat.
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7.2 Poloha neutrálnı́ osy průřezu

Def.: Neutrálnı́ osou rozumı́me geometrické mı́sto bodů přı́čného
průřezu, kde je normálové napětı́ σx a poměrné přetvořenı́ εx
nulové.

Využitı́m vztahu (7.13) dostáváme

σx(yn, zn) = 0 =
My

Jy
zn −

Mz

Jz
yn

tanα =
zn
yn

=
Mz

My

Jy
Jz

= tanϕ
Jy
Jz

(7.15)

Z relace (7.15) plyne, že v obecném přı́padě nenı́ poloha neutrálnı́ osy
totožná s nositelkou ohybového momentu ~Mo. Shoda nastává pouze ve
dvou přı́padech, jak plyne z analýzy rovnice (7.15)

a) Jy = Jz (průřezy typu kruh, čtverec, pravidelné mnohoúhelnı́ky)

b) tanϕ = 0,∞ ( ~Mo ležı́ ve směru hlavnı́ osy KM y nebo z)

Neutrálnı́ osa dělı́ průřez na část namáhanou na tah a část namáhanou
na tah, což je velice důležité u materiálů s rozdı́lnou mezı́ kluzu resp.
pevnosti v tahu a tlaku jako jsou např. litina a beton.

V rámci celého prutu vytvářı́ neutrálnı́ osy ve všech průřezech neut-
rálnı́ plochu.
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7.3 Nebezpečné mı́sto průřezu, pevnostnı́ kontrola

Z rovnice (7.13) vyplývá, že nebezpečné mı́sto bude na vnějšı́m po-
vrchu, tedy tam, kde souřadnice y a z jsou největšı́.

Rovnice obrysové čáry

z = f (y)

σx (y, f (y)) =
My

Jy
f (y)− Mz

Jz
y

Podmı́nka extrému

dσx
dy

=
My

Jy
f ′(y∗)− Mz

Jz
= 0

f ′(y∗) =
Mz

My

Jy
Jz

(7.15)
= tanα (7.16)

Nebezpečné mı́sto s maximálnı́m napětı́m je tedy tam, kde má tečna
obrysu směr rovnoběžný s neutrálnı́ osou.
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Maximálnı́ tahové napětı́ σtmax a maximálnı́ tlakové napětı́ σdmax potom
plynou z rovnice (7.13)

σtmax =
My

Jy
z∗ − Mz

Jz
y∗

σdmax =
My

Jy
z∗∗ − Mz

Jz
y∗∗

Pevnostnı́ kontrola:

Materiál ve stavu tvárném (mez kluzu v tahu a tlaku je stejná - σK)

σmax = max
{
σtmax,

∣∣|σdmax|∣∣}

Koeficient bezpečnosti (bezpečnost):

kK(x) =
σK

σmax(x)
= kD

Materiál ve stavu křehkém (meze pevnosti v tahu σRt a v tlaku σRd
jsou různé) - koeficienty bezpečnosti:

ktR =
σRt
σtmax

; kdR =
σRd
|σdmax|

kR = kD
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V přı́padě, že nositelka ohybového momentu ~Mo ležı́ na neutrálnı́ ose
je možné použı́t pro výpočet maximálnı́ho napětı́ jednoduššı́ho vztahu

σtmax = σto =
Mo

Jo
atex =

Mo

Jo
atex

=
Mo

W t
o

σdmax = σdo =
Mo

Jo
atex =

Mo

Jo
adex

=
Mo

W d
o

kdeWo je modul průřezu v ohybu.

V přı́padě symetrického průřezu (čtverec, kruh, pravidelné mnohoúhel-
nı́ky) platı́

W t
o = W d

o = Wo

U materiálů ve stavu tvárném při výpočtu bezpečnosti nerozlišujeme
tahové a tlakové napětı́. Maximálnı́ ohybové napětı́ v řezu označı́me

σo(x) =
Mo(x)

Wo(x)
(7.17)

Wo =
Jo
aex

(7.18)
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V dalšı́m se omezı́me na základnı́ ohyb kolem osy y

Pro průběh napětı́ σx(z) v řezu x dostáváme dle (7.13) vztah

σx(z) =
My

Jy
z

Maximálnı́ napětı́ σo(x) v řezu x je rovno

σo(x) =
Mo |zex|
Jo

=
My

Jy
|zex|

=
My(x)

Wy(x)
(7.19)

Kde modul průřezu je určen vztahem

Wy =
Jy
|zex|

(7.20)

Koeficient bezpečnosti v řezu x vůči mezi kluzu je roven

kK(x) =
σK
σo(x)

= kD
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Moduly vybraných průřezů

Jy = Jz =
πd4

64

Wy =
Jy
d
2

=
πd3

32

Jy = Jz =
πD4

64
− πd4

64

Wy =
Jy
D
2

=
πD4

64 −
πd4

64
D
2

=
π

32D

(
D4 − d4

)

Jy =
1

12
bh3

Wy =
Jy
h
2

=
bh2

6

Jy =
1

12
BH3 − 1

12
bh3

Wy =
Jy
H
2

=
1

6H

(
BH3 − bh3

)
Pozor! U složených průřezů je nutné konstatovat

Wy } 6= Wy O −Wy o !!
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7.4 Energie napjatosti

Nejprve stanovı́me energii napjatosti v elementu prutu tloušt’ky dx při
namáhánı́ prostým ohybem.

dW =

∫
ψ

σ2
x

2E
dV =

=

∫
σ2
x

2E
dS dx =

=
1

2E

∫
ψ

(
My

Jy
z − Mz

Jz
y

)2

dS dx =

=
1

2E

[
M 2

y

J2
y

∫
z2 dS − 2MyMz

JyJz

∫
zy dS +

M 2
z

J2
z

∫
y2 dS

]
dx =

=
M 2

y dx
2EJy

+
M 2

z dx
2EJz

(7.21)

Pro celý prut platı́

W =

∫
γ

M 2
y (x)

2EJy
dx +

∫
γ

M 2
z (x)

2EJz
dx (7.22)

Energie napjatosti od ohybového momentu ~Mo při prostém ohybu je
rovna součtu energiı́ napjatosti od složek My a Mz jako základnı́ch
ohybů.
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7.5 Deformace prutu

Deformace způsobená ohybovým momentem ~Mo je ve smyslu platnosti
principu superposice rovna geometrickému součtu deformacı́ (posuvů)
od základnı́ch ohybů My a Mz. Přı́slušné odvozenı́ provedeme pro zá-
kladnı́ ohybMy kolem osy y a platnost analogicky rozšı́řı́me pro prostý
ohyb.

7.5.1 Diferenciálnı́ rovnice průhybové čáry

Předpokládáme základnı́ ohyb kolem osy y.

Pro poměrné přetvořenı́ εx z definice dostáváme

εx(z) =
BB′

AB

.
=
z dϕ
R dϕ

=
z

R
(7.23)

Pro tutéž veličinu platı́ na základě (7.14)

εx(z) =
My

EJy
z (7.24)
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Porovnánı́ obou výrazů obdržı́me vztah pro křivost

1

R
=
My

EJy
(7.25)

Křivost je přitom vázána na rovnici průhybové čáryw(x) vztahem zná-
mým z analytické geometrie, který se pro malé průhyby (w′(x) → 0)

patřičně zjednodušı́

1

R
=

w′′(x)

(1 + w′2)
3
2

.
= w′′(x) (7.26)

Po dosazenı́ (7.26) do (7.25) dostáváme následujı́cı́ relaci

EJyw
′′(x) = −My(x) (7.27)

která se nazývá diferenciálnı́ rovnicı́ průhybové čáry.

Znaménko na pravé straně předchozı́ rovnice závisı́ na použitém sou-
řadnicovém systému. V našem přı́padě pravotočivého souřadnicového
systému s osou z směřujı́cı́ dolů je tam znaménko mı́nus.

Analogicky pro základnı́ ohyb kolem osy z dostáváme

EJzv
′′(x) = −Mz(x) (7.28)
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Integracı́ diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu (7.27) a (7.28) zı́skáme
průhybové čáry w(x) a v(x) pro základnı́ ohyby kolem osy y a z a pro
vektor posuvu u(x) v mı́stě x potom platı́

Pokud působı́ na prut silová soustava nebo jde o prut po úsecı́ch neho-
mogennı́, potom musı́me zvlášt’formulovat diferenciálnı́ rovnici průhy-
bové čáry pro každý úsek, ve kterém je ohybový moment (jako ma-
tematická funkce) popsán jednı́m matematickým výrazem. Integračnı́
konstanty se potom určujı́ na základě okrajových podmı́nek pro celý
prut a podmı́nek spojitosti posuvů a natočenı́ na hranicı́ch přı́slušných
úseků.

EJyw
′′(x1) = −My(x1) ⇒ w(x1) = . . . + C1x1 + C2

EJyw
′′(x2) = −My(x2) ⇒ w(x2) = . . . + C3x2 + C4

EJyw
′′(x3) = −My(x3) ⇒ w(x3) = . . . + C5x3 + C6

OKRAJOVÉ PODMÍNKY
x1 = 0 w(x1) = 0 ; x3 = 0 w(x3) = 0

PODMÍNKY SPOJITOSTI
x1 = x2 w′(x1) = w′(x2) w(x1) = w(x2)

x2 = x3 w′(x2) = w′(x3) w(x2) = w(x3)
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Demonstračnı́ přı́klad:

Stanovte rovnici průhybové čáry u prutu dle obrázku.

FA = FB =
ql

2
My(x) = FAx−

qx2

2

EJyw
′′(x) = −My(x) = −ql

2
x +

qx2

2

EJyw
′′(x) = −ql

4
x2 +

qx3

6
+ C1

EJyw
′′(x) = − ql

12
x3 +

qx4

24
+ C1x + C2

Integračnı́ konstanty stanovı́me z okrajových podmı́nek

x = 0 ; w(0) = 0 ⇒ C2 = 0

x = l ; w(l) = 0 ⇒ 0 = −ql
4

12
+
ql4

24
+ C1l ⇒ C1 =

ql3

24

w(x) =
1

EJy

(
−qlx

3

12
+
qx4

24
+
ql3

24
x

)
w′(x) =

1

EJy

(
−qlx

2

4
+
qx3

6
+
ql3

24

)
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7.5.2 Deformace prutu pomocı́ Castiglianovy věty

Postup ukážeme na demonstračnı́m přı́kladu. Úkolem je stanovit svislý
průhyb wF v mı́stě působenı́ sı́ly F u nosnı́ku dle obrázku.

Vycházı́me z obecné Castiglianovy věty, kam dosadı́me vztah pro de-
formačnı́ energii při prostém ohybu. Při matematické úpravě vztahu
posuneme parciálnı́ derivaci za integračnı́ znaménko a výraz M 2

y (x)

derivujeme jako složenou funkci.

wF =
∂W

∂F
=

∂

∂F

∫
γ

M 2
y (x) dx
2EJy

=

∫
γ

My(x)

EJy

∂My

∂F
dx (7.30)

V dalšı́m je nutné stanovit My(x) jako funkci vnějšı́ho zatı́ženı́. U
tělesa vázaného je zapotřebı́ určit stykové výslednice. V přı́padě úlohy
staticky neurčité je nezbytné nejprve statickou neurčitost řešit.

Statický rozbor, podmı́nky statické rovnováhy pro úplné uvolněnı́ z
vazeb:

µ = 3 ; ν = 3 ; s = µ− ν = 3− 3 = 0∑
Fx : FAx = 0∑
Fz : FAz + FB − F = 0∑
MB : FAz · 2a + F · a = 0 ⇒ FAz = −F

2
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Stanovenı́ My ve dvou úsecı́ch∑
MR :

My(x1)− FAzx1 = 0

My(x1) = FAzx1 = −F
2 x1∑

MR :

My(x2) + Fx2 = 0

My(x2) = −Fx2

Výpočet svislého posunutı́ wF∫
γ

My(x)

EJy

∂My

∂F
dx =

∫
γ

My(x1)

EJy(x1)

∂My

∂F
dx1 +

∫
γ

My(x2)

EJy(x2)

∂My

∂F
dx2 =

=
1

EJy

 2a∫
0

(
−F

2
x1

)(
−x1

2

)
dx1 +

a∫
0

(−Fx2)(−x2) dx2

 =
Fa3

EJy

Úhel natočenı́ v mı́stě působenı́ silové dvojice M je dán vztahem

ϕM =
∂W

∂M
=

∂

∂M

∫
γ

M 2
y (x) dx

2EJy(x)
=

∫
γ

My(x)

EJy

∂My

∂M
dx (7.31)

Pozn: Pokud máme stanovit posunutı́ v mı́stě, kde nepůsobı́ osamělá
sı́la, resp. úhel natočenı́ v mı́stě, kde nepůsobı́ silová dvojice, zavádı́me
do tohoto mı́sta veličiny doplňkové Fd, resp. Md. Stykové výslednice
i ohybový moment My se počı́tajı́ s uvažovánı́m těchto veličin. Před
finálnı́ integracı́ se doplňkové veličiny položı́ rovny nule, tedy Fd = 0,
resp. Md = 0.
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7.6 Vliv odchylek od přı́padu prostého ohybu na napjatost a deformaci

7.6.1 Změna průřezu podél střednice

a) spojitá změna průřezu

∑
Fx ; σ

dS
2
− τb dx = 0

τ =
1

2b
σ

dS
dx

V přı́čném průřezu vzniká smykové napětı́ τ , což je porušenı́m tahové
napjatosti při prostém ohybu.V dalšı́m předpokládáme, že jeho velikost
je malá a smykové napětı́ potom můžeme zanedbat. Ohybové napětı́
v krajnı́m vláknu se potom počı́tá dle vztahu odvozeného pro prostý
(základnı́) ohyb

σ0(x) =
My(x)

Wy(x)
(7.32)
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b) skoková změna průřezu

V mı́stě vrubu vzniká prostorová napjatost a docházı́ zde ke koncentraci
napětı́. Vliv vrubu na napjatost vyjadřujeme smluvně pomocı́ součini-
tele koncentrace napětı́ α.

Ohybové (nominálnı́) napětı́ σ0 se počı́tá podle vztahu odvozeného pro
základnı́ ohyb

σ0(x) =
My(x)

Wy(x)
=

32My(x)

πd3

Maximálnı́ (smluvnı́) napětı́ σmax je rovno

σmax(x) = ασ0(x) (7.33)

a bezpečnost vůči mezi kluzu potom

kK(x) =
σK

σmax(x)
(7.34)

Pozn: Modul průřezuWy se počı́tá vždy pro menšı́ průřez v mı́stě
vrubu. Vliv vrubu na napjatost a bezpečnost je nutné vždy uvažo-
vat.
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7.6.2 Vliv přı́čného silového zatı́ženı́ prutu

Pro jednoduchost uvažujeme prut zatı́žený třemi osamělými silami
působı́cı́mi kolmo k podélné ose prutu

Z podmı́nky rovnováhy uvolněného prvku prutu Ω1 vyplývá, že v řezu
x působı́ posouvajı́cı́ sı́la T , která způsobı́ smykové napětı́ τ .
Našı́m cı́lem je stanovit jeho průběh po průřezu. V dalšı́m se omezı́me
na průřezy, které majı́ jednu osu symetrie, v které působı́ posouvajı́cı́
sı́la T .
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Jelikož vnějšı́ povrch prutu nenı́ zatı́žen je hodnota smykového napětı́
τ ′n rovna nule. Potom podle věty o sdruženosti smykových napětı́ je i
kolmé napětı́ τn působı́cı́ v řezu nulové. Z těchto důvodů má smykové
napětı́ τ na obrysu směr tečny profilu.

Předpoklady plynoucı́
z praktických poznatků:

- svislé složky smykových napětı́ τxz v
mı́stech průřezu se stejnou souřadnicı́ z
jsou stejné

- nositelky smykových napětı́ ve všech
mı́stech se stejnou souřadnicı́ z se
protı́najı́ v pólu P na ose symet-
rie

Pro smykové napětı́ τ (y, z) tedy platı́

τ (y, z) =
τxz(z)

cosϕ
(7.35)
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Podmı́nka silové rovnováhy pro elementárnı́ prvek dΩ1∑
Fx : N ′′ −N ′ − τzx b(z) dx = 0

∫
ψ1

My + dMy

Jy
z′ dS −

∫
ψ1

My

Jy
z′ dS − τzx b(z) dx = 0

dMy

Jy

∫
ψ1

z′ dS

︸ ︷︷ ︸
U
ψ1
y (z)

−τzx b(z) dx = 0

τxz(z) = τzx(z) =

dMy

dx Uψ1
y (z)

b(z)Jy
=
TUψ1

y (z)

b(z)Jy
(7.36)

Předchozı́ vztah se v literatuře často nazývá Žuravského vzorec.

Z hlediska pevnostnı́ kontroly je důležitá maximálnı́ hodnota smyko-
vého napětı́ τmax, která se stanovı́ z podmı́nky extrému dτ

dz = 0.

Je možné odvodit, že u průřezů, u kterých je tečna v mı́stě průsečı́ku
obrysu s neutrálnı́ osou y rovnoběžná s osou symetrie je maximálnı́
smykové napětı́ v tomto průsečı́ku.
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Demonstračnı́ přı́klad:

Stanovte průběh smykového napětı́ u obdélnı́kového průřezu

Uψ1
y (z) = b

(
h

2
− z
)
· 1

2

(
h

2
+ z

)
=
b

2

(
h2

4
− z2

)

Jy =
1

12
bh3

τxz(z) = τ =
TUψ1

y (z)

bJy
=
T b

2

(
h2

4 − z
2
)

b 1
12bh

3
=

6T

bh3

(
h2

4
− z2

)
Průběh napětı́ je parabolický.

Maximálnı́ smykové napětı́ je v mı́stech na neutrálnı́ ose

τmax = τ (z = 0) =
3

2

T

bh
=

3

2

T

S
=

3

2
τ

Maximálnı́ napětı́ τmax je 1,5 krát většı́ než průměrné nominálnı́ smy-
kové napětı́ τ v průřezu.
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U běžných štı́hlých prutů je velikost smykového napětı́ ve srovnánı́ s
ohybovým napětı́m zanedbatelná. Mimoto bývá maximálnı́ smykové
napětı́ na neutrálné ose, kde je ohybové napětı́ nulové.

Smykové napětı́ nesmı́me zanedbat u nosnı́ků extrémně krátkých, kde
je veliká posouvajı́cı́ sı́la T a malý ohybový moment My. Zde je nutné
úlohu počı́tat jako kombinované namáhánı́ (jde o rovinnou napjatost)
s redukovaným napětı́m σred =

√
σ2 + 4τ 2.

Dále musı́me smykové napětı́ uvážit u štı́hlých válcovaných profilů v
mı́stech přechodu pásnice do stojiny, kde je skokové navýšenı́ smy-
kového napětı́ z důvodu signifikantnı́ redukce tloušt’ky a kde navı́c
působı́ i značné ohybové napětı́ σ. I zde jde o kombinované namáhánı́
a rovinnou napjatost.

τ (z1) =
TUy(z1)

b1Jy
; τ (z2) =

TUy(z2)

b2Jy

Na hranici pásnice a stojiny je skok b1 → b2 ⇒ skok v průběhu τ
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Energie napjatosti od posouvajı́cı́ sı́ly T

Vyjdeme z měrné energie smykové napjatosti λτ =
τ 2

2G
(7.36)

Energie napjatosti v elementárnı́m prvku

dW =

∫
dΩ

τ 2

2G
dV1 =

∫
ψ

τ 2

2G
dS dx =

1

2G

∫
ψ

(
TUy(z)

cosϕ b(z)Jy

)2

dS dx =

=
1

2G

∫
ψ

(
Uy(z)

cosϕ b(z)Jy

)2
S dS
S

T 2 dx = βy
T 2 dx
2GS

(7.37)

Pro tvarový součinitel přı́čného průřezu βy platı́

βy =

∫
ψ

(
Uy(z)

cosϕ b(z)Jy

)2

S dS (7.38)

Energie napjatosti celého prutu je určena vztahem

W =

∫
γ

βy
T 2 dx
2GS

(7.39)
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Smykové napětı́ u tenkostěnných symetrických profilů

Element tenkostěnného profilu je zatı́žen posouvajı́cı́mi silami a ohy-
bovými momenty působı́cı́mi v přı́čných řezech

Smykové napětı́ τ má směr tečny střednice průřezu. Vzhledem k malé
tloušt’ce h předpokládáme, že τ je v daném mı́stě střednice po tlou-
št’ce konstantnı́. Podmı́nka silové rovnováhy:∑

Fx : N ′ + τh dx−N ′′ = 0∫
ψ1

σ dS + τh dx−
∫
ψ1

(σ + dσ) dS = 0

∫
ψ1

Myz
′

Jy
dS + τh dx−

∫
ψ1

(My + dMy)

Jy
z′ dS = 0

τh dx =
dMy

Jy

∫
ψ1

z′ dS τ (z) =
dMy

dx
Uψ1
y

hJy
=
TUψ1

y (z)

hJy
(7.40)
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Smykové napětı́ u tenkostěnných nesymetrických profilů

Zaměřı́me svoji pozornost na tenkostěnný válcovaný profil, který je
zatı́žený osamělou silou F působı́cı́ v hlavnı́ centrálnı́ ose kvadratických
momentů z, která nenı́ osou symetrie průřezu
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V mı́stě x vyjmeme element dΩ o délce dx, který zatı́žı́me přı́sluš-
nými složkami VVU, konkrétně posouvajı́cı́ silou T (x) a ohybovým
momentem My(x), resp. T (x) a My(x) + dMy(x)

Posouvajı́cı́ sı́la T (x) vyvolá v pásnici a ve stojině smyková napětı́ τxz,
jejichž průběh je popsán již odvozeným Žuravského vztahem (7.35).

Pásnice:

τxz(z) =
TUψ1

y

bJy
=
T
(
h
2 − z

)
b 1

2

(
h
2 + z

)
bJy

=
T (h2 − 4z2)b

8bJy
(7.41)
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Stojina:

τxz(z) =
T
[(

h
2 −

h1
2

)
b 1

2

(
h
2 + h1

2

)
+
(
h1
2 − z

)
b1 · 1

2

(
h1
2 + z

)]
b1Jy

=

=
T
[
(h2 − h2

1)b + (h2
1 − 4z2)b1

]
8b1Jy

(7.42)

Výsledná svislá sı́la ve stojině FS je rovna

FS =

h1
2∫

−h12

τxz(z)b1 dz =

=
T

8b1Jy

[
(h2 − h2

1)bh1 + h3
1b1 −

4b1

3

((
h1

2

)3

−
(
−h1

2

)3
)]

=

=
T

8Jy

[
(h2 − h2

1)bh1 +
2

3
b1h

3
1

]
(7.43)

Je možné snadno dokázat, že výraz v závorce je možné následovně
zjednodušit

(h2 − h2
1)bh1 +

2

3
b1h

3
1
.
= 8Jy (7.44)

Po zpětném dosazenı́ do (46) dostáváme pro sı́lu ve stojině Fs velice
jednoduchý vztah (48)

FS = T (7.45)

který řı́ká, že stojina v podstatě přenášı́ celou posouvajı́cı́ sı́lu T (x).
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V pásnici vzniká rovněž smykové napětı́ τxy, které vyplývá z podmı́nky
silové rovnováhy elementu dΩ1 ve směru osy x. Analogicky zde pou-
žijeme vztah (7.40), který byl odvozen pro symetrický tenkostěnný
profil

τxy(ξ) =
TUψ1

y

tJy
=
Tξt 1

2

(
h
2 + h1

2

)
tJy

=

=
T (h + h1)

4Jy
ξ (7.46)

Výsledná vodorovná sı́la v pásnici je dána následujı́cı́m integrálem

Fp =

b∫
0

τxy(ξ) dS =

b∫
0

τxyt dξ =

b∫
0

T (h + h1)

4Jy
tξ dξ =

=
T

4Jy
(h + h1)

(
h

2
− h1

2

)
b2

2
=

T

16Jy
(h2 − h2

1) b2 (7.47)

Stejně veliká sı́la Fp, ale opačného směru působı́ i v hornı́ pásnici.

Silovými výslednicemi vnitřnı́ch smykových napětı́ u nesymetrických
průřezů je svislá sı́la Fs působı́cı́ ve stojině a silová dvojice sil Fp, které
působı́ v pásnicı́ch. Ze statiky je známo, že takovou silovou soustavu je
možné nahradit jedinou osamělou silou, která působı́ v bodě průřezu S,
který nazýváme tzv. středem smyku. Jeho poloha se určı́ z momentové
podmı́nky rovnováhy vzhledem k bodu B na stojině∑

MB : Te = FSe = Fp
1

2
(h + h1)
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e =
1

T

T

16Jy
(h2 − h2

1) b2 1

2
(h + h1) =

=
(h2 − h2

1)(h + h1) b2

32Jy

Def.: Středem smyku rozumı́me mı́sto přı́čného průřezu nesyme-
trického prutu, kde jedinou výslednicı́ vnitřnı́ch smykových sil ze
smykových napětı́ je osamělá sı́la velikosti posouvajı́cı́ sı́ly T (x).

Pokud je nosnı́k zatı́žen vnějšı́mi silami tak, že posouvajı́cı́ sı́la nepro-
cházı́ středem smyku, potom navı́c docházı́ ke kroucenı́ průřezu.
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7.6.3 Vliv zakřivenı́ střednice

Zaměřı́me se na přı́pad prismatického prutu, který splňuje následujı́cı́
pracovnı́ předpoklady:

− platı́ obecné prutové předpoklady,

− střednice prutu je rovinná křivka,

− průřez má jednu osu symetrie, která ležı́ v rovině střednice,

− jedinou složkou VVU je ohybový moment My,

− přı́čný průřez se natáčı́ jako rovina kolem neutrálnı́ osy, která nenı́
totožná s hlavnı́ osou centrálnı́ch kvadratických momentů průřezu.

Poměrné přetvořenı́ εn vlákna v mı́stě z je podle definice rovno

εn(z)
.
=
BB′

AB
=
z ∆dϕ
ρ dϕ

=
z ∆dϕ

(r − z) dϕ
(7.48)

S ohledem na tahovou jednoosou napjatost dostáváme pro přı́čná pře-
tvořenı́ εy,εz a normálové napětı́ σn následujı́cı́ relace

εy(z) = εz(z) = −µεn(z) (7.49)
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σn(z) = Eεn(z) =
Ez ∆dϕ
ρ dϕ

=
Ez ∆dϕ

(r − z) dϕ
(7.50)

Z předchozı́ho vztahu plyne, že průběh normálového napětı́ σn je u
křivého prutu hyperbolický v porovnánı́ s přı́mkovým průběhem
při prostém základnı́m ohybu. Zatı́m neznámý poloměr křivosti ne-
utrálnı́ho vlákna r a úhel natočenı́ řezu ∆dϕ stanovı́me na základě
podmı́nek statické ekvivalence v řezu.

Silová podmı́nka statické ekvivalence ve směru normály řezu∑
Fn

∫
ψ

σn(z) dS = N = 0 (7.51)

Po dosazenı́ vztahu (7.50) pro průběh napětı́ do rovnice (7.51) obdržı́me

E ∆dϕ
dϕ

∫
ψ

z

ρ
dS = 0

Předchozı́ rovnice je splněna, platı́-li∫
ψ

z

ρ
dS = 0 (7.52)

Matematickou úpravou zı́skáme vztah pro poloměr křivosti r neutrál-
nı́ho vlákna

∫
ψ

z

ρ
dS =

∫
ψ

r − ρ
ρ

dS = r

∫
ψ

1

ρ
dS −

S︷ ︸︸ ︷∫
ψ

dS = 0

r =
S∫

ψ

dS
ρ

(7.53)

124



Momentová podmı́nka statické ekvivalence:∑
My :

∫
ψ

σn(z)z dS = My (7.54)

Opět využijeme vztahu (7.50) pro průběh napětı́, který dosadı́me do
(7.54) a použijeme formálnı́ úpravu z2 = z(r − ρ)

E ∆dϕ
dϕ

∫
ψ

z2

ρ
dS = My (7.55)

E ∆dϕ
dϕ

r ∫
ψ

z

ρ
dS −

∫
ψ

z dS


︸ ︷︷ ︸

r·0 − (−Se)

= My

E ∆dϕ
dϕ

=
My

Se
(7.56)

Po zpětném dosazenı́ (7.56) do vztahu (7.50) dostaneme finálnı́ relaci
pro stanovenı́ průběhu normálového napětı́ v přı́čném průřezu

σn(z) =
Myz

Seρ
=

Myz

Se(r − z)
(7.57)

Formálnı́ úpravou vztahu (7.56) dostaneme relaci pro úhel natočenı́
∆dϕ

∆dϕ =
My dϕ
ESe

=
My ds
ESeR

(7.58)
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Průběh napětı́ σn v průřezu stanovený dle (7.57) je znázorněn na ná-
sledujı́cı́m obrázku

σ1 =
Myh1

SeR1

σ2 =
My(−h2)

SeR2∣∣∣∣σ1

σ2

∣∣∣∣ =
h1

h2

R2

R1

Extrémnı́ tahová a tla-
ková napětı́ jsou v mı́s-
tech 1 a 2 na povrchu
prutu.

Pevnostnı́ kontrola u materiálu ve stavu křehkém se provádı́ zvlášt’
v tahové a zvlášt’v tlakové oblasti

kRt =
σRt
σ1

kRd =
σRd
|σ2|

(7.59)

A stanovı́ se minimálnı́ bezpečnost v řezu

kR(ϕ) = min {kRt, kRd} (7.60)

U materiálu ve stavu tvárném se vycházı́ z maximálnı́ absolutnı́ hodnoty
ohybového napětı́ v řezu

σmax = max {σ1, |σ2|} (7.61)
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A bezpečnost v řezu je rovna

kK(ϕ) =
σK
σmax

(7.62)

V obou přı́padech se určı́ minimálnı́ bezpečnost kmin v řezech podél
střednice, která musı́ být většı́ než bezpečnost doporučená kD.

kmin = min {kK(ϕ), resp. kR(ϕ)} = kD (7.63)

Vznik radiálnı́ho napětı́

Dvěma symetrickými řezy uvolnı́me element dΩ a z něho válcovým
řezem subelement dΩ1

Z levé a pravé strany působı́ na subelement dΩ1 normálová sı́laN jako
výslednice ohybových napětı́ σ(z′) působı́cı́ch na podprůřez ψ1.

N =

∫
ψ

σ(z′) dS =

∫
ψ

Myz
′

Se(r − z′)
dS (7.64)
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Následně formulujeme podmı́nku silové rovnováhy v radiálnı́m směru∑
Fr : 2N sin

dϕ
2︸ ︷︷ ︸

.
=dϕ

2

− σrρ dϕ b(z) = 0

σr =
1

ρb(z)
N =

1

ρb(z)

∫
ψ

σ(z′) dS (7.65)

V důsledku zakřivenı́ střednice vzniká u prutu radiálnı́ normálové
napětı́ σr, což je porušenı́m předpokladu o prutové napjatosti. Ze
vztahu (7.64) vyplývá, že velikost radiálnı́ho napětı́ σr klesá s růstem
poloměru křivosti vlákna ρ. Dále předpokládáme, že poloměr křivosti
R a tedy i obecné poloměry ρ jsou dostatečně veliké, abychom mohli
radiálnı́ napětı́ σr vůči ohybovému napětı́ zanedbat (σr� σ).
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Energie napjatosti u zakřiveného prutu.

Energii napjatosti dW v elementu prutu dΩ stanovı́me na základě ele-
mentárnı́ práce dA vnějšı́ch sil působı́cı́ch na element, tj. přı́slušných
složek VVU, v našem přı́padě normálové sı́ly N a ohybového mo-
mentu My. Předpokládáme, že levý řez jest zároveň rovinou symetrie
prutu, což znamená, že se neposouvá ani nenatáčı́. Práci tedy vykoná-
vajı́ pouze N a My, které působı́ v pravém řezu. Element dΩ nejprve
zatı́žı́me My a následně N

dW = dA =
1

2
My ∆dϕM +

1

2
N ∆dsN −My ∆dϕN =

1

2

M 2
y dϕ
ESe

+
N 2 ds
ES

− My ∆dsN
R

=
M 2

y ds
2ESRe

+
N 2 ds
2ES

− MyN ds
ESR

(7.66)
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Pro energii napjatosti celého zakřiveného prutu dostáváme potom ná-
sledujı́cı́ vztah

W =

∫
γ

M 2
y (s) ds

2ESRe
+

∫
γ

N 2(s) ds
2ES

−
∫
γ

My(s)N(s) ds
ESR

(7.67)

Prut slabě zakřivený

U prutu slabě zakřiveného je maximálnı́ přı́čný rozměr h značně me-
nšı́ než poloměr křivosti střednice R (h � R), obvykle h

R < 1
5. Při

odvozenı́ vyjdeme z rovnice (7.55)

E ∆dϕ
dϕ

∫
γ

z2

ρ
ds = My(s)

Pro tenký prut platı́

ρ
.
= R (7.68)

Dosazenı́m do předchozı́ho vztahu dostáváme po algebraické úpravě
relaci

E ∆dϕ
Rdϕ

=
My

Jy
(7.69)

pomocı́ které upravı́me vztah pro normálové napětı́ (7.50)

σ(z) =
My(s)

Jy
z (7.70)

Průběh normálového napětı́ po průřezu je potom prakticky lineárnı́ a
tedy stejný jako u prostého základnı́ho ohybu. Neutrálnı́ osa splývá s
hlavnı́ centrálnı́ osou kvadratických momentů y.
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Chyba v maximálnı́m ohybovém napětı́ ∆σo, kterou se u kruhového
průřezu u prutu s h

R = 1
5 dopouštı́me je 8,2%, viz následujı́cı́ obr.

Z analogie se základnı́m ohybem plyne i přı́slušná ohybová energie. U
slabě zakřivených prutů je přı́růstek úhlu natočenı́ ∆dϕN od normálové
sı́ly N zanedbatelný a třetı́ člen v rovnici (7.67) tedy odpadá. Energie
napjatosti u slabě zakřiveného prutu je s uváženı́m vztahu (7.67) a vlivu
posouvajı́cı́ sı́ly T rovna

W =

∫
γ

M 2
y (s) ds
2EJy

+

∫
γ

N 2(s) ds
2ES

+ β

∫
γ

T 2(s) ds
2GS

(7.71)

Pomocı́ Castiglianovy věty je potom možné vypočı́tat posuv uF ve
směru osamělé sı́ly F resp. úhel natočenı́ ∆ϕM způsobený silovou
dvojicı́ M

uF =

∫
γ

My(s)

EJy

∂My

∂F ds+

∫
γ

Ny(s)

ES

∂Ny
∂F ds + β

∫
γ

T (s)
GS

∂T
∂F ds (7.72)

∆ϕM =

∫
γ

My(s)

EJy

∂My

∂M ds +

∫
γ

Ny(s)

ES

∂Ny
∂M ds + β

∫
γ

T (s)
GS

∂T
∂M ds (7.73)

V přı́padě, že chceme vypočı́tat posunutı́, resp. úhel natočenı́ v mı́stech,
kde nenı́ osamělá sı́la resp. silová dvojice, zavedeme tam veličiny
doplňkové Fd resp. Md , které na konci výpočtu položı́me rovny nule.
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7.7 Namáhánı́ na ohyb, praktické aplikace

Našı́m cı́lem je napjatostnı́, deformačnı́ a pevnostnı́ analýza prutů s
dominantnı́m namáhánı́m na ohyb. Omezı́me se přitom na rovinné přı́-
pady, kdy střednice prutu ležı́ v rovině nákresu x, z. V téže rovině
ležı́ osa symetrie průřezu i vnějšı́ sı́ly. Charakteristickou složkou vek-
toru VVU v obecném mı́stě s je ohybový moment My(s). Přičemž s
může být souřadnice x resp. z u prutů přı́mých či v přı́mých úsecı́ch
obecných prutů, u křivých prutů pak křivočará souřadnice s, přı́padně
polárnı́ úhel ϕ.

Přı́pad volných prutů je v praxi výjimečný a tak se zaměřı́me na pruty
vázané, kde musı́me nejprve stanovit stykové výslednice. Vycházı́me
přitom z obecného algoritmu uvedeného v kap. 5.2. Z důvodu za-
chovánı́ spojitosti výkladu si zde stručně připomeneme jeho základnı́
kroky.

Prut uvolnı́me z vazeb, které nahradı́me staticky ekvivalentnı́mi styko-
vými výslednicemi (reakcemi). Provedeme statický rozbor úlohy.

U prutů staticky určitých stanovı́me stykové výslednice z podmı́nek
statické rovnováhy. Dále postupujeme jako u prutů volných. Složky
VVU stanovı́me na základě podmı́nek statické rovnováhy uvolněných
prvků prutu. V přı́padě otevřených prutů jde o úlohu staticky určitou.

U prutů staticky neurčitých formulujeme k podmı́nkám statické rov-
nováhy stykové deformačnı́ podmı́nky pro částečně uvolněný prut,
uvolněný na úroveň úlohy formálně staticky určité. Deformačnı́ pod-
mı́nky v uvolněných vazbách pak řešı́me některou z metod pro stano-
venı́ deformace prutu, zejména pomocı́ Castiglianovy věty. Obdržı́me
soustavu lineárnı́ch rovnic, ze které vypočteme stykové výslednice v
částečně uvolněných vazbách . Zbývajı́cı́ stykové výslednice, pokud
jsou zapotřebı́, stanovı́me z podmı́nek statické rovnováhy celého prutu.
Složky VVU a následně napět’ovou, deformačnı́ a pevnostnı́ analýzu
potom provádı́me jako u prutů volných.
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Typy vazbových deformačnı́ch podmı́nek:

a) homogennı́ deformačnı́ podmı́nka

Vazbová deformačnı́ podmı́nka: wB = 0 wB =
∂W

∂FB

b) nehomogennı́ deformačnı́ podmı́nka

Vazbová deformačnı́ podmı́nka:

wB = ∆ wB = −∂W
∂FB

Pozn: Znaménko mı́nus před Castiglianovou větou je tu z toho důvodu,
že posuv ∆ se děje proti smyslu působenı́ stykové sı́ly FB.
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Vazbová deformačnı́ podmı́nka:

wB = −∆ wB =
∂W

∂FB

c) silově závislá vazbová deformačnı́ podmı́nka

Vazbová deformačnı́ podmı́nka:

wB = cFB wB = −∂W
∂FB

V dalšı́m se postupně zaměřı́me na následujı́cı́ kategorie prutů:

1) Pruty přı́mé
2) Pruty lomené (rámy)
3) Pruty zakřivené
4) Pruty smı́šené
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7.7.1 Pruty přı́mé - demonstračnı́ přı́klady

Př.1: Navrhněte přı́čné rozměry obdélnı́kového průřezu a stanovte
svislý průhyb a úhel natočenı́ v mı́stě C u prutu dle obrázku:

F = 104 N, a = 1 m, b
h = 0, 5 u obdélnı́kového průřezu, mez

kluzu σK = 350 MPa, bezp. kK = 2, modul pružnosti v tahu E =

2, 1 · 105 MPa

Pozn: Vzhledem k tomu, že máme také stanovit úhel natočenı́ v mı́stě
D, kde nepůsobı́ silová dvojice, zavedeme do tohoto mı́sta již na
počátku výpočtu veličinu doplňkový moment Md.

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 3 ν = 3 s = µ− ν = 3− 3 = 0

Úloha je staticky určitá.

Podmı́nky silové rovnováhy a stykové výslednice:∑
Fx : FAx = 0∑
Fz : −FAz − FB + F = 0 ⇒ FAz = −1

2
F − Md

2a∑
MA : FB · 2a− F · 3a−Md = 0 ⇒ FB =

3

2
F +

Md

2a
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Průběhy ohybových momentů v úsecı́ch I a II

My(x1) = FAx1 = −1

2
Fx1 −

Md

2a
x1

My(x2) = −Fx2 −Md

Grafické znázorněnı́ průběhu ohybových momentů My(x)

Maximálnı́ ohybový moment:

Mmax = max {|My(x)|} = Fa = 104 Nm

Pevnostnı́ návrh přı́čného průřezu:

σ0,max =
Mmax

Wy
=
σK
kK

Wy =
1

6
bh3 =

1

12
h3

12Mmax

h3
=
σK
kK

h = 3

√
12MmaxkK

σK
=

3

√
12 · 104 · 103 · 2

350
= 88, 2 mm

b = 0, 5h = 44, 1 mm

Kvadratický moment průřezu:

Jy =
1

12
bh3 =

1

12
· 44, 1 · 88, 23 = 2, 522 · 106 mm4
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Stanovenı́ svislého průhybu v mı́stě C pomocı́ Castiglianovy věty:

wC =
∂W

∂F
=

∫
γ

My(x)

EJy

∂My

∂F
dx =

=
1

EJy

 2a∫
0

My(x1)
∂My(x1)

∂F
dx1 +

a∫
0

My(x2)
∂My(x2)

∂F
dx2

 =

=
1

EJy

 2a∫
0

(
−1

2
Fx1 −

Md

2a
x1

)(
−1

2
x1

)
dx1+

+

a∫
0

(−Fx2 −Md)(−x2) dx2

 =

=
1

EJy

([
Fx3

1

12

]2a

0

+

[
Fx3

2

3

]a
0

)
=
Fa3

EJy

(
2

3
+

1

3

)
=

=
Fa3

EJy
=

104 · 109

2, 1 · 105 · 2, 522 · 106
= 18, 9 mm
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Stanovenı́ úhlu natočenı́ v mı́stě C pomocı́ Castiglianovy věty:

ϕC =
∂W

∂Md
=

=
1

EJy

 2a∫
0

My(x1)
∂My(x1)

∂Md
dx1 +

a∫
0

My(x2)
∂My(x2)

∂Md
dx2

 =

=
1

EJy

 2a∫
0

(
−1

2
Fx1 −

Md

2a
x1

)(
−x1

2a

)
dx1+

+

a∫
0

(−Fx2 −Md) · (−1) dx2

 =

=
1

EJy

([
Fx3

1

12a

]2a

0

+

[
Fx2

2

2

]a
0

)
=
Fa2

EJy

(
2

3
+

1

2

)
=

=
7

6

Fa2

EJy
=

7 · 104 · 106

2, 1 · 105 · 2, 522 · 106
= 0, 132 rad

138



Př.2: Proved’te pevnostnı́ kontrolu prismatického prutu znázorněného
na obrázku.

q = 104 Nm−1, a = 1 m, mez kluzu σK = 400 MPa, dovolená bezpeč-
nost kD = 2

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 4 ν = 3 s = µ− ν = 4− 3 = 1

Úloha je jedenkrát staticky neurčitá.

Podmı́nky statické rovnováhy pro úplně uvolněný prut∑
Fx : FAx = 0∑
Fz : FAz + FB − 2qa = 0∑
MA : FB · 3a− 2qa2 + MA = 0
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Částečně uvolněný prut

Deformačnı́ podmı́nka pro uvolněnou vazbu

wB =
∂W

∂FB
= 0

Průběhy ohybových momentů My a posouvajı́cı́ch sil T v úsecı́ch I a
II

My(x1) = FBx1 T (x1) = −FB

My(x2) = FBx2 − q
(x2 − a)2

2
T (x2) = −FB + q(x2 − a)

Pozn: Energie napjatosti W a tedy při ohybovém namáhánı́ i ohybový
momentMy musı́ být matematicky vyjádřeny jako funkce vnějšı́ho za-
tı́ženı́ (zde q) a stykové výslednice v uvolněné vazbě (zde FB). Pokud
tomu tak nenı́, je zapotřebı́ vztahy pro My do náležitého stavu přivést
využitı́m podmı́nek statické rovnováhy.

Řešenı́ deformačnı́ podmı́nky pomocı́ Castigliánovy věty

wB =
∂W

∂FB
= 0

1

EJy

 a∫
0

My(x1)
∂My(x1)

∂FB
dx1 +

3a∫
a

My(x2)
∂My(x2)

∂FB
dx2

 = 0
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a∫
0

(FBx1)x1 dx1 +

2a∫
0

[
FBx2 − q

(x2 − a)2

2

]
x2 dx2 = 0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznámou, kterou je FB.

Po vyjádřenı́ integrálů v předchozı́ rovnici a algebraické úpravě dostá-
váme pro FB

FB =
10

27
qa = 0, 3704 · 104 N

Průběh ohybových momentů My(x) a posouvajı́cı́ch sil T (x) je dán
dřı́ve uvedenými vztahy po dosazenı́ FB, což znázornı́me graficky
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Z průběhu je zřejmé, že maximálnı́ ohybový momentMy,max může být
bud’v mı́stě x2,ex lokálnı́ho extrému, kde je posouvajı́cı́ sı́la T nulová
nebo v mı́stě vetknutı́ x2 = 3a. Tyto hodnoty je nutné vypočı́tat

T (x2,ex) = −FB + q(x2,ex − a) = 0

x2,ex =
FB
q

+ a =
10qa

27q
+ a =

37

27
a = 1, 3704 m

My(x2,ex) = FBx2,ex −
q

2
(x2,ex − a)2 =

= 0, 3704 · 104 · 1, 3704− 104

2
(1, 3704− 1)2 = 0, 4390 · 104 Nm

My(x2 = 3a) = FB · 3a−
q

2
(3a− a)2 =

= 0, 3704 · 104 · 3− 104

2
(3− 1)2 = −0, 8888 · 104 Nm

My,max = max{My(x2,ex), |My(x2 = 3a)|} = 0, 8888 · 104 Nm
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Pevnostnı́ kontrola:

Kvadratický moment průřezu:

Jy =
1

12
BH3 − 1

12
bh3 =

1

12
(60 · 1203 − 50 · 1103) = 3, 094 · 106 mm4

Modul průřezu:

Wy =
Jy
H
2

=
3, 094 · 106

60
= 5, 157 · 104 mm3

Maximálnı́ ohybové napětı́ σo,max

σo,max =
My,max

Wy
=
−0, 8888 · 104 · 103

5, 157 · 104
= 172, 3 MPa

Bezpečnost

kK =
σK
σo,max

=
400

172, 3
= 2, 32 > kD = 2

Prut pevnostně vyhovuje.
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Př.3: Proved’te pevnostnı́ kontrolu prismatického prutu znázorněného
na obrázku.

M = 8000 Nm, a = 1 m, mez kluzu σK = 400 MPa, dovolená bezpeč-
nost kD = 2

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 4 ν = 3 s = µ− ν = 4− 3 = 1

Úloha je jedenkrát staticky neurčitá.

Podmı́nky statické rovnováhy pro úplně uvolněný prut∑
Fx : FAx = 0∑
Fz : FAz + FB + FC = 0∑
MB : FAz · 2a + M − FC · a = 0

FAz =
FC
2
− M

2a
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Částečně uvolněný prut

Deformačnı́ podmı́nka pro uvolněnou vazbu

wB =
∂W

∂FC
= 0

Průběhy ohybových momentů My podél prutu

My(x1) = FCx1

My(x2) = FAzx2 =
FC
2
x2 −

M

2a
x2

My(x3) = FAzx3 + M =
FC
2
x3 −

M

2a
x3 + M

Pozn: V souladu se zatı́ženı́m a realizovaným částečným uvolněnı́m
bylo nutné vyjádřit ohybový moment ve tvaru My(M,FC). K tomu
byla využita momentová podmı́nka statické rovnováhy.

Řešenı́ deformačnı́ podmı́nky pomocı́ Castigliánovy věty

wC =
∂W

∂FC
=

1

EJy

 a∫
0

My(x1)
∂My

∂FC
dx1+

+

a∫
0

My(x2)
∂My

∂FC
dx2 +

2a∫
a

My(x3)
∂My

∂FC
dx3

 = 0
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a∫
0

(FCx1) x1 dx1 +

a∫
0

(
FC
2
x2 −

M

2a
x2

)
x2

2
dx2+

+

2a∫
a

(
FC
2
x3 −

M

2a
x3 + M

)
x3

2
dx3 = 0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznámou, kterou je FC .
Po vyjádřenı́ integrálů v předchozı́ rovnici a algebraické úpravě dostá-
váme pro FC

FC = −M
12a

= − 8000

12 · 1
= −667 N

Průběh ohybových momentůMy(x) je dán dřı́ve uvedenými vztahy, do
kterých dosadı́me FB. Znázorněno graficky

Z průběhu je zřejmé, že maximálnı́ ohybový momentMy,max je v mı́stě
x2 = a. Jeho hodnota je rovna

My,max = 4334 Nm
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Pevnostnı́ kontrola:

Kvadratický moment průřezu:

Jy =
1

12
50 · 1003 − 2

1

12
22, 5 · 903 = 1, 433 · 106 mm4

Modul průřezu:

Wy =
Jy
h
2

=
1, 433 · 106

50
= 2, 866 · 104 mm3

Maximálnı́ ohybové napětı́ σo,max

σo,max =
My,max

Wy
=

4334 · 103

2, 866 · 104
= 151, 2 MPa

Bezpečnost

kK =
σK
σo,max

=
400

151, 2
= 2, 65 > kD = 2

Prut pevnostně vyhovuje.
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7.7.2 Pruty lomené - rámy

U prutů lomených je střednice spojitou, ale nehladkou křivkou. V mı́s-
tech zlomu vzniká složitá prostorová napjatost, která nenı́ řešitelná
využitı́m teorie prostého ohybu. Abychom mohli úlohu řešit jako celek
(s výjimkou zlomů) pomocı́ přı́stupu prosté pružnosti, musı́ být oblast
porušenı́ prutové napjatosti zanedbatelná v porovnánı́ s celkovými roz-
měry rámu.

Předpoklady řešenı́:

a) Počet zlomů nesmı́ být velký

b) Vztahů pro napjatost, odvozených pro prostý ohyb, lze použı́t až v
dostatečné vzdálenosti od zlomu

c) Musı́me znát silově-deformačnı́ charakteristiku zlomů, tj. závislost
úhlu ve zlomu na mı́stnı́m ohybovém momentu - α(M)

Dva krajnı́ přı́pady - tuhý zlom α = konst. (nezávisı́ na M)

- kloub M = 0
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Určovánı́ napjatosti, pevnostnı́ kontrola

Nejprve z podmı́nek statické rovnováhy uvolněného prvku rámu stano-
vı́me průběh složek VVU - My(s), T (s) a N(s). U pravoúhlého rámu
může být polohová souřadnice s řezu bud’x nebo z, podle toho, v jaké
části rámu se nacházı́me, viz obr.

Znaménková konvence pro složky VVU je analogická jako u prutu
přı́mého, pokud je to možné. Lomený prut obcházı́me stále po jedné
straně, většinou vnitřnı́. Ohybový mement My(s) je v tomto přı́padě
kladný, jestliže natahuje spodnı́ vlákna a stlačuje hornı́ vlákna, po-
souvajı́cı́ sı́la T (s) je kladná, otáčı́-li elementem v řezu ve smyslu
hodinových ručiček a normálová sı́la N(s) je kladná, působı́-li tahově
- viz obr. Jinak zavedeme znaménkovou konvenci smluvně.

Dále předpokládáme, že nebezpečným namáhánı́m je namáhánı́ ohy-
bové, charakterizované ohybovým momentem My(s). Průběh ohybo-
vého napětı́ σo(s) podél střednice je dán vztahem

σo(s) =
My(s)

Wy(s)

Stanovı́me maximálnı́ ohybové napětı́ σo,max(s)

σo,max = max{σo(s)}

149



U rámů prizmatických je maximálnı́ ohybové napětı́ σo,max v mı́stě
působenı́ maximálnı́ho ohybového momentu My,max, tedy

σo,max =
My,max

Wy

Provedeme pevnostnı́ kontrolu

kK =
σK
σo,max

> kD
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Demonstračnı́ přı́klady:
Př.1: Navrhněte přı́čné rozměry obdélnı́kového průřezu u rovinného
rámu a stanovte svislý posuv v mı́stě B

q = 104 Nm−1, a = 1 m, b
h = 0, 5 u obdélnı́kového průřezu, mez kluzu

σK = 350 MPa, dovolená bezpečnost kD = 2, modul pružnosti v tahu
E = 2, 1 · 105 MPa

Pozn: Vzhledem k tomu, že máme stanovit také svislý posuv v mı́stě
B, kde nepůsobı́ osamělá sı́la, zavedeme do tohoto mı́sta již na počátku
výpočtu sı́lu doplňkovou Fd.

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 3 ν = 3 s = µ− ν = 3− 3 = 0

Úloha je staticky určitá.
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Podmı́nky silové rovnováhy a stykové výslednice:∑
Fx : FAx = 0∑
Fz : FAz − qa− Fd = 0 ⇒ FAz = qa + Fd∑
MA : MA +

qa2

2
+ Fda = 0 ⇒ MA = −qa

2

2
− Fda

Průběhy ohybových momentů v úsecı́ch I a II

My(x) = −qx
2

2
− Fdx

My(z) = −qa
2

2
− Fda

Grafické znázorněnı́ průběhu ohybových momentů My(s)

Maximálnı́ ohybový moment:

My,max =
qa2

2
= 5000 Nm

Pevnostnı́ návrh přı́čného průřezu:

σo,max =
My,max

Wy
=
σK
kD

Wy =
1

6
bh3 =

1

12
h3
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12My,max

h3
=
σK
kD

h = 3

√
12My,maxkD

σK
=

3

√
12 · 5000 · 103 · 2

350
= 70, 0 mm

b = 0, 5h = 35 mm

Kvadratický moment průřezu Jy:

Jy =
1

12
bh3 =

1

12
35 · 703 = 1, 000 · 106 mm4

Stanovenı́ svislého posuvu v mı́stě B pomocı́ Castiglianovy věty:

wB =
∂W

∂Fd
=

1

EJy

 a∫
0

My(x)
∂My

∂Fd
dx +

2a∫
0

My(z)
∂My

∂Fd
dz

 =

=
1

EJy

 a∫
0

(
−qx

2

2
− Fdx

)
(−x) dx +

2a∫
0

(
−qa

2

2
− Fda

)
(−a) dz

 =

=
1

EJy

 a∫
0

qx3

2
dx +

2a∫
0

qa3

2
dz

 =
7qa4

8EJy

wB =
7 · 104 · 10−3 · 1 · 1012

8 · 2, 1 · 105 · 1, 000 · 106
= 41, 7 mm
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Př.2: Proved’te pevnostnı́ kontrolu rovinného rámu znázorněného na
obrázku.

M = 5000 Nm, a = 1 m, mez kluzu σK = 400 MPa, dovolená bezpeč-
nost kD = 2

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 4 ν = 3 s = µ− ν = 4− 3 = 1

Úloha je jedenkrát staticky neurčitá.

Podmı́nky statické rovnováhy pro úplně uvolněný prut∑
Fx : FAx = 0∑
Fz : FAz + FB = 0∑
MB : FBa−M −MA = 0
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Částečně uvolněný prut

Deformačnı́ podmı́nka pro uvolněnou vazbu

wB =
∂W

∂FB
= 0

Průběh ohybových momentů My podél prutu

My(x1) = FBx

My(z1) = FBa

My(z2) = FBa−M

Pozn: V souladu se zatı́ženı́m a realizovaným částečným uvolněnı́m
bylo nutné vyjádřit ohybový moment ve tvaru My(M,FB). Za tı́mto
účelem jsme uvolňovali prvky rámu od mı́sta B.

Řešenı́ deformačnı́ podmı́nky pomocı́ Castigliánovy věty

wB =
∂W

∂FB
=

1

EJy

 a∫
0

My(x)
∂My

∂FB
dx+

+

a∫
0

My(z1)
∂My

∂FB
dz1 +

2a∫
0

My(z2)
∂My

∂FB
dz2

 = 0
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a∫
0

FBx x dx +

a∫
0

FBa a dz1 +

2a∫
0

(FBa−M) a dz2 = 0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznámou, kterou je FB. Po vyjádřenı́
integrálů v předchozı́ rovnici a algebraické úpravě dostáváme pro FB

FB =
3

7

M

a
=

3

7
· 5000

1
= 2143 N

Průběh ohybových momentůMy(x) je dán dřı́ve uvedenými vztahy, do
kterých dosadı́me FB. Znázorněno graficky

Z průběhu je zřejmé, že maximálnı́ ohybový momentMy,max je v mı́stě
působenı́ silové dvojice M . Jeho hodnota je rovna

My,max =
4

7
M =

4

7
· 5000 = 2857 Nm
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Pevnostnı́ kontrola:

Kvadratický moment průřezu:

Jy′ = 2 · 1

3
· 27 · 63 +

1

3
· 6 · 1003 = 2, 004 · 106 mm4

zT =
Uy′

S
=

60 · 6 · 3 + 94 · 6 · 53

60 · 6 + 94 · 6
= 33, 52 mm

Jy = Jy′ − z2
TS = 2, 004 · 106 − 33, 522 · 924 = 0, 9658 · 106 mm4

Modul průřezu:

Wy =
Jy
zex

=
0, 9658 · 106

100− 33, 52
= 1, 453 · 104 mm3

Maximálnı́ ohybové napětı́ σo,max

σo,max =
My,max

Wy
=

2857 · 103 · 103

1, 453 · 104
= 196, 7 MPa

Bezpečnost

kK =
σK
σo,max

=
400

196, 7
= 2, 03 > kD = 2

Prut pevnostně vyhovuje.
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Př.3: Proved’te pevnostnı́ kontrolu rovinného rámu znázorněného na
obrázku.

q = 104 Nm−1, a = 1 m, mez kluzu σK = 400 MPa, dovolená bezpeč-
nost kD = 2

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 4 ν = 3 s = µ− ν = 4− 3 = 1

Úloha je jedenkrát staticky neurčitá.

Podmı́nky statické rovnováhy pro úplně uvolněný prut∑
Fx : −FAx + FBx = 0∑
Fz : FAz + FBz − 2qa = 0
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∑
MA : 2qa2 − FBx · a− FBz · 3a = 0 ⇒

FBz =
2

3
qa− FBx

3

FAz = 2qa− FBz =
4

3
qa +

FBx
3

Částečně uvolněný prut

Deformačnı́ podmı́nka pro uvolněnou vazbu

wB =
∂W

∂FBx
= 0

Průběhy ohybových momentůMy(x) a posouvajı́cı́ch sil T podél prutu

My(x1) = FBzx1 =
2

3
qax1 −

FBx
3

x1

T (x1) = −FBz = −2

3
qa +

FBx
3

My(z) = FBza + FBzz =
2

3
qa2 − FBx

3
a + FBxz

T (z) = −FBx
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My(x2) = FAzx2 −
qx2

2

2
=

4

3
qax2 +

FBx
3

x2 −
qx2

2

2

T (x2) = FAz − qx2 =
4

3
qa +

FBx
3
− qx2

Pozn: V souladu se zatı́ženı́m a realizovaným částečným uvolněnı́m
bylo nutné vyjádřit ohybový moment ve tvaruMy(q, FBx). K tomu byla
využita momentová a silová podmı́nka statické rovnováhy.

Řešenı́ deformačnı́ podmı́nky pomocı́ Castigliánovy věty

uB =
∂W

∂FBx
=

1

EJy

∫
γ

My(s)
∂My

∂FBx
ds

 = 0

a∫
0

My(x1)
∂My

∂FBx
dx1 +

a∫
0

My(z)
∂My

∂FBx
dz +

2a∫
0

My(x2)
∂My

∂FBx
dx2 = 0

a∫
0

(
2

3
qax1 −

FBx
3

x1

)(x1

3

)
dx1 +

+

a∫
0

[
2

3
qa2 − FBx

3
a + FBx

(
z − a

3

)](
z − a

3

)
dz +

+

2a∫
0

(
4

3
qax2 +

FBx
3

x2 −
qx2

2

2

)(x2

3

)
dx2 = 0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznámou, kterou je FBx.
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Po vyjádřenı́ integrálů v předchozı́ rovnici a algebraické úpravě dostá-
váme pro FB

FBx = −5

4
qa = −1, 25 · 104 N

Průběh ohybových momentůMy(x) je dán dřı́ve uvedenými vztahy, do
kterých dosadı́me FBx, což znázornı́me graficky

Z průběhu je zřejmé, že maximálnı́ ohybový momentMy,max může být
bud’v mı́stě x1 = a anebo v mı́stě lokálnı́ho extrému x2,ex. Maximálnı́
moment zjistı́me porovnánı́m obou hodnot.

My(x1 = a) =
2

3
qa2 − FBx

3
a = 1, 083 · 104 Nm

T (x2,ex) = 0 =
4

3
qa +

FBx
3
− qx2,ex = 0

x2,ex =
1

q

(
4

3
qa− 5

12
qa

)
=

11

12
a = 0, 9167 m

My(x2,ex) =
4

3
qax2,ex +

FBx
3

x2,ex −
qx2

2,ex

2
= 0, 420 · 104 Nm

My,max = 1, 083 · 104 Nm
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Pevnostnı́ kontrola:

Kvadratický moment průřezu:

Jy =
1

12
· 60 · 1203 − 1

12
· 48 · 1083 = 3, 601 · 106 mm4

Modul průřezu:

Wy =
Jy
zex

=
3, 601 · 106

60
= 6, 002 · 104 mm3

Maximálnı́ ohybové napětı́ σo,max

σo,max =
My,max

Wy
=

1, 083 · 104 · 103

6, 002 · 104
= 180, 4 MPa

Bezpečnost

kK =
σK
σo,max

=
400

180, 4
= 2, 21 > kD

Prut pevnostně vyhovuje.

162



7.7.3 Pruty zakřivené a pruty smı́šené - demonstračnı́ přı́klady

Omezı́me se na pruty slabě zakřivené (str. 47, 130, 131) a pruty smı́šené,
sestávajı́cı́ z částı́, které můžeme považovat za pruty slabě zakřivené a
dále z přı́mých úseků. Teorie k těmto přı́kladům je uvedena v přı́sluš-
ných kapitolách.

Př.1: Navrhněte průměr d kruhového průřezu a stanovte úhel natočenı́
ϕC a svislý průhyb uC v mı́stě C u prutu dle obrázku:

M = 103 Nm, R = 0, 5 m, mez kluzu σK = 350 MPa, bezpečnost
kK = 2, modul pružnosti v tahu E = 2, 1 · 105 MPa

Pozn: Vzhledem k tomu, že máme stanovit také svislý posuv v mı́stě
C, kde nepůsobı́ žádné osamělá sı́la, zavedeme do tohoto mı́sta již na
počátku výpočtu veličinu doplňkovou Fd.

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 3 ν = 3 s = µ− ν = 3− 3 = 0

Úloha je staticky určitá.
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∑
Fx : FAx = 0∑
Fz : FAz +FB−Fd = 0 ⇒ FAz = −M

2R
+
Fd
2∑

MA : M + Fd ·R− FB · 2R = 0 ⇒ FB =
M

2R
+
Fd
2

Průběhy ohybových momentů v úsecı́ch I a II

My(ϕ1) = FB(R−R cosϕ1) =

(
M

2R
+
Fd
2

)
(R−R cosϕ)

My(ϕ2) = FAz(R−R cosϕ2) =

(
−M

2R
+
Fd
2

)
(R−R cosϕ)

Grafické znázorněnı́ průběhu ohybových momentů My(x)

Maximálnı́ ohybový moment:

My,max =
M

2
= 500 Nm
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Pevnostnı́ návrh přı́čného průřezu:

σ0,max =
My,max

Wy
=
σK
kK

Wy =
πd3

32

32My,max

h3
=
σK
kK

h = 3

√
32My,max · kK

π · σK
=

3

√
32 · 500 · 103 · 2

π · 350
= 30, 8

.
= 31 mm

Kvadratický moment průřezu:

Jy =
πd4

64
=
π314

64
= 4, 533 · 104 mm4

Stanovenı́ úhlu natočenı́ ϕC v mı́stě C pomocı́ Castiglianovy věty:

ϕC =
∂W

∂M
=

=
1

EJy


π
2∫

0

My(ϕ1)
∂My

∂M
R dϕ1 +

π
2∫

0

My(ϕ2)
∂My

∂M
R dϕ2

 =

=
1

EJy


π
2∫

0

(
M

2R
+
Fd
2

)
(R−R cosϕ1)

(
1

2R

)
(R−R cosϕ1) R dϕ1+

+

π
2∫

0

(
−M

2R
+
Fd
2

)
(R−R cosϕ2)

(
− 1

2R

)
(R−R cosϕ2) R dϕ2

 =
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=
MR

2EJy

(
3

4
π − 2

)
=

500 · 103 · 500

2 · 2, 1 · 105 · 4, 533 · 104

(
3

4
π − 2

)
=

= 4, 677 · 103 rad = 0, 268◦

Stanovenı́ svislého posuvu uC v mı́stě C pomocı́ Castiglianovy věty

uC =
∂W

∂Fd
=

1

EJy


π
2∫

0

My(ϕ1)
∂My

∂Fd
R dϕ1 +

π
2∫

0

My(ϕ2)
∂My

∂Fd
R dϕ2

 =

1

EJy


π
2∫

0

(
M

2R
+
Fd
2

)
(R−R cosϕ1)

1

2
(R−R cosϕ1) R dϕ1+

+

π
2∫

0

(
−M

2R
+
Fd
2

)
(R−R cosϕ2)

1

2
(R−R cosϕ2) R dϕ2

 = 0
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Př.2: Proved’te pevnostnı́ kontrolu prismatického prutu znázorněného
na obrázku.

q = 500 Nm−1, R = 0, 5 m, h = 15 mm, mez kluzu σK = 400 MPa,
dovolená bezpečnost kD = 2, 5

Poměrná tloušt’ka v zakřivené části h
R je rovna 15

500 = 0, 03, což je hod-
nota značně menšı́ než meznı́ poměr h

R = 1
5 = 0, 2. Prut v této oblasti

tedy můžeme považovat za slabě zakřivený.

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 4 ν = 3 s = µ− ν = 4− 3 = 1

Úloha je jedenkrát staticky neurčitá.

Podmı́nky statické rovnováhy pro úplně uvolněný prut∑
Fx : FAx = 0∑
Fz : FAz + FB − 2qR = 0∑
MA : MA − 4qR2 + 3FBR = 0
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Částečně uvolněný prut

Deformačnı́ podmı́nka pro uvolněnou vazbu

wB =
∂W

∂FB
= 0

Průběhy ohybových momentů My(s) a posouvajı́cı́ch sil T (s) podél
prutu

My(x) = FBx−
qx2

2

T (x) = −FB + qx

My(ϕ) = FB(2R + R sinϕ)− 2qR(R + R sinϕ)

T (ϕ) = −FB cosϕ + 2qR cosϕ

N(ϕ) = FB sinϕ− 2qR sinϕ

Pozn: V souladu se zatı́ženı́m a realizovaným částečným uvolněnı́m
bylo nutné vyjádřit ohybový moment ve tvaru My(M,FB). Toho bylo
dosaženo tak, že prvky prutu byly uvolňovány z pravé strany, od mı́sta
B, kde působı́ FB.
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Řešenı́ deformačnı́ podmı́nky pomocı́ Castigliánovy věty

wB =
∂W

∂FB
=

1

EJy

 2R∫
0

My(x)
∂My

∂FB
dx +

π
2∫

0

My(ϕ)
∂My

∂FB
R dϕ

 = 0

2R∫
0

(
FBx−

qx2

2

)
x dx+

+

π
2∫

0

[FB(2R + R sinϕ)− 2qR(R + R sinϕ)] (2R+R sinϕ)R dϕ = 0

Tato rovnice obsahuje jedinou neznámou, kterou je FB. Po vyjádřenı́
integrálů v předchozı́ rovnici a algebraické úpravě dostáváme pro FB

FB = qR
8 + 5

2π
20
3 + 9

4π
= 1, 1543 qR = 1, 1543 · 500 · 0, 5 = 288, 6 N

Průběh ohybových momentů My(x) je dán dřı́ve uvedenými vztahy do
kterých dosadı́me FB. Znázorněno graficky
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Z průběhu je zřejmé, že maximálnı́ ohybový momentMy,max může být
bud’ v mı́stě vetknutı́ ϕ = π

2 , nebo v mı́stě lokálnı́ho extrému xex v
přı́mé části prutu. Přı́slušné hodnoty je zapotřebı́ vypočı́tat a následně
porovnat.

My(ϕ =
π

2
) = 3FBR−4qR2 = 288, 6 ·1, 5−4 ·500 ·0, 52 = −67, 1 Nm

T (xex) = 0 = −FB + qxex = 0 ⇒ xex =
FB
q

=
288, 6

500
= 0, 5772 m

My(xex) = FBxex−
qx2

ex

2
= 288, 6 ·0, 5772− 500 · 0, 57722

2
= 83, 3 Nm

My,max = 83, 3 Nm

Pevnostnı́ kontrola:

Modul průřezu:

Wy =
h3

6
=

153

6
= 562, 5 mm3

Maximálnı́ ohybové napětı́ σo,max

σo,max =
My,max

Wy
=

83, 3 · 103

562, 5
= 148, 1 MPa

Bezpečnost

kK =
σK
σo,max

=
400

148, 1
= 2, 70 > kD = 2, 5

Prut pevnostně vyhovuje.
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8 NAMÁHÁNÍ NA KRUT

8.1 Základnı́ vztahy pro napětı́ a deformaci v řezu

Def.: Prostým krutem rozumı́me namáhánı́ přı́mého prismatického
prutu kruhového nebo mezidruhového průřezu, je-li splněno

a) platı́ obecné prutové předpoklady

b) přı́čné průřezy zůstávajı́ v průběhu zatěžovánı́ rovinnými a otáčejı́
se kolem střednice, která zůstává přı́má

c) jedinou nenulovou složkou VVU je kroutı́cı́ moment Mk(x), který
je konstantnı́ po celé délce prutu

V prvnı́m kroku stanovı́me kroutı́cı́ moment Mk(x) na základě pod-
mı́nky rovnováhy uvolněného prvku prutu Ω1.

Momentová podmı́nka∑
Mx : Mk(x) = M1 (8.1)
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V dalšı́m kroku stanovı́me průběh přetvořenı́ (zkosu) γ a napětı́ τ v
přı́čném řezu v mı́stě x na základě přı́slušné pracovnı́ podmı́nky ad b)

ds = γ dx = r d∆ϕ

γ = r
d∆ϕ

dx
= rϑ (8.2)

Nynı́ aplikujeme Hookeův zákon pro prostý smyk

τ (r) = Gγ(r) = G
d∆ϕ

dx
r (8.3)

Průběhy zkosu γ(r) a smykového napětı́ τ (r) v průřezu jsou tedy line-
árně závislé na souřadnici r. Průběh napětı́ je uveden na následujı́cı́m
obrázku
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Z praktických důvodů je vhodné vyjádřit zkos γ(r) a smykové napětı́
τ (r) v závislosti na namáhánı́, tj. kroutı́cı́m momentu Mk(x). Za tı́mto
účelem využijeme podmı́nku momentové ekvivalence

Mk(x) =

∫
ψ

τ (r) r dS = G
d∆ϕ

dx

∫
ψ

r2 dS

Mk(x) = G
d∆ϕ

dx
Jp = G ϑ(x)Jp (8.4)

ze které stanovı́me veličinu d∆ϕ, která představuje vzájemný úhel
natočenı́ krajnı́ch řezů elementu prutu délky dx (zkroucenı́ elementu),
ϑ je poměrný úhel zkroucenı́

d∆ϕ =
Mk(x)

GJp
dx (8.5)

Natočenı́ ∆ϕ(x) průřezu v mı́stě x vzhledem k levému okraji prutu je
rovno

∆ϕ(x) =

x∫
0

d∆ϕ =

x∫
0

Mk(x)

GJp
dx =

Mkx

GJp
(8.6)

a pro natočenı́ (zkroucenı́) celého prismatického prutu zatı́ženého silo-
vými dvojicemi M na obou koncı́ch prutu ∆ϕ(l) obdržı́me

∆ϕ(l) =
Ml

GJp
(8.7)

Po dosazenı́ rovnice (8.4) do (8.3) a algebraické úpravě dostáváme
vztah pro průběh smykového napětı́ τ (r) v obvyklé podobě

τ (r) =
Mk

Jp
r (8.8)
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Pro maximálnı́ smykové napětı́ τ v krajnı́m vlákně r = R platı́

τ = τ (R) =
Mk

Jp
R

=
Mk

Wk
(8.9)

kde veličinaWk se nazývá modul průřezu v krutu, který je definován
následovně

Wk =
Jp
R

(8.10)

Pro kruhový a mezikruhový průřez dostáváme

Wk =
Jp
D
2

=
πD4

32
D
2

=
πD3

16

Wk =
Jp
D
2

=
πD4

32 −
πd4

32
D
2

=
π

16D
(D4 − d4)
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8.2 Pevnostnı́ kontrola

Stanovı́me maximálnı́ smykové napětı́ τmax v prutu

τmax = max {τ (x)} (8.11)

U prismatických prutů je možné provést přı́mo kontrolu v nebezpečném
průřezu s maximálnı́m kroutı́cı́m momentem Mk,max

τmax =
Mk,max

Wk
(8.12)

Bezpečnost kK vůči smykové mezi kluzu τK je potom rovna

kK =
τK
τmax

= kD (8.13)

kde kD je dovolená, resp. doporučená, bezpečnost.

V přı́padě, že v materiálovém listě nenalezneme mez kluzu ve smyku
τK , lze ji stanovit na základě podmı́nky meznı́ho stavu pružnosti
(podmı́nek plasticity) maximálnı́ho smykového napětı́ (podmı́nka Tre-
scova) resp. podmı́nky oktaedrického smykového napětı́ (podmı́nka
HMH), viz kapitola o napjatosti

τK = 0, 5 σK - podmı́nka Trescova

τK = 0, 577 σK - podmı́nka HMH
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8.3 Energie napjatosti

Potřebné vztahy odvodı́me na základě práce vnitřnı́ch sil dA na ele-
mentu dΩ délky dx, viz obrázek

dW = dA = −1

2
Mk ∆ϕ +

1

2
Mk(∆ϕ + d∆ϕ)

dW =
1

2
Mk d∆ϕ

(8.5)
=

M 2
k dx
GJp

(8.14)

Energie napjatosti celého prutu je potom rovna

dW =

∫
γ

dW =

∫
γ

M 2
k (x) dx
2GJp

(8.15)

Energie napjatosti W prismatického prutu zatı́ženého na koncı́ch silo-
vými dvojicemi M je dán následujı́cı́m vztahem

W =
M 2l

2GJp
(8.16)

Úhel natočenı́ v mı́stě působenı́ silové dvojice M je možné stanovit
také pomocı́ Castiglianovy věty

∆ϕM =
∂W

∂M
=

∫
γ

Mk(x)

2GJp

∂Mk

∂M
dx (8.17)
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8.4 Vliv odchylek od přı́padu prostého krutu na napjatost

Zde se omezı́me pouze na vliv změny průřezu prutu podél střednice,
která může být spojitá nebo skoková (konstrukčnı́ vrub).

Vliv spojité změny průřezu:

Z momentové podmı́nky rovnováhy subelementu dΩ1 vyplývá, že na
válcové ploše musı́ působit smykové napětı́ τ ′, což je porušenı́ prutové
napjatosti, kdy napětı́ mohou působit pouze v přı́čném řezu. V dalšı́m
předpokládáme, že toto napětı́ je podstatně menšı́ než smykové
napětı́ v krajnı́m vlákně (τ ′� τ ) a můžeme je tedy zanedbat.
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Vliv skokové změny průřezu (vrubu):

V mı́stě vrubu vzniká obecná prostorová napjatost a docházı́ zde rov-
něž ke koncentraci napětı́. V rámci prosté PP se tento problém řešı́
smluvnı́m způsobem, zavedenı́m tzv. součinitele koncentrace napětı́
ατ , kterým se násobı́ nominálnı́ napětı́ τnom stanovené pomocı́ teorie
prosté pružnosti pro prut a to pro menšı́ průřez ve vrubu

τmax = ατ τnom = ατ
Mk

Wk
= ατ

16M1

πd3
(8.18)

Bezpečnost v mı́stě vrubu je potom rovna

kK =
τK
τmax

= kD (8.19)

Na rozdı́l od spojité změny průřezu je vliv skokové změny průřezu
na napjatost podstatný a většinou ho nenı́ možné zanedbat.

Deformace prutu, v našem přı́padě úhel natočenı́ ∆ϕ, nebývá vruby
přı́liš ovlivněna, protože jde o veličinu integrálnı́, na které se podı́lejı́
předevšı́m přı́mé úseky prutu, kde teorie prosté PP platı́ s dostatečnou
přesnostı́.
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8.5 Válcová pružina s malým stoupánı́m

Jednı́m z typických strojnı́ch dı́lů, kde je možné aplikovat vztahy od-
vozené pro idealizovaný přı́pad prostého krutu je válcová pružina s
malým stoupánı́m ϕ, viz obr. Ke stanovenı́ posunutı́ δ volného konce
pružiny zatı́ženého silou F je přitom možné velice efektivně použı́t
energetického přı́stupu, kdy energie napjatosti W je rovna práci vnějšı́
sı́ly F . Našı́m cı́lem nynı́ bude pevnostnı́ kontrola pružiny a stanovenı́
tzv. zapruženı́ δ.

Pevnostnı́ kontrola

Mk = FR cosϕ
.
= FR τ =

Mk

Wk
=

16Mk

πd3

kK =
τK
τmax

= kD

Energie napjatosti W

W =
M 2

k l

2GJp
=
M 2

k 2πRn

2G πd4

32

=
32M 2

kRn

Gd4
=

32F 2R3n

Gd4

W = A =
1

2
Fδ

Posuv zatı́ženého konce pružiny (zapruženı́): δ =
64FR3n

Gd4
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8.6 Namáhánı́ na krut, demonstračnı́ přı́klady

Př.1: Navrhněte přı́čné rozměry prutu mezikruhového průřezu a sta-
novte úhel natočenı́ ∆ϕB v mı́stě B

M1 = 1000 Nm, M2 = 1000 Nm, M3 = 600 Nm, a = 0, 5 m, d
D = 0, 8

u mezikruhového průřezu, mez kluzu ve smyku τK = 200 MPa, bez-
pečnost kD = 2, modul pružnosti ve smyku G = 0, 8 · 105 MPa

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 3 ν = 3 s = µ− ν = 3− 3 = 0

Úloha je staticky určitá.

Podmı́nka silové rovnováhy a styková výslednice:∑
M : −MA + M1 + M2 −M3 = 0

MA = M1 + M2 −M3 = 1000 + 1000− 600 = 1400 Nm
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Průběhy kroutı́cı́ch momentů Mk(x) v úsecı́ch I, II a III stanovı́me
z momentových podmı́nek statické rovnováhy každého uvolněného
prvku. Vektor Mk(x) v přı́čném řezu v mı́stě x přitom považujeme za
kladný, má-li směr vnějšı́ normály řezu.

Mk(x1) = −M3 = −600 Nm

Mk(x2) = −M3 + M2 = 400 Nm

Mk(x3) = −M3 + M2 + M1 = 1400 Nm

Grafické znázorněnı́ průběhu kroutı́cı́ch momentů Mk(x)

Maximálnı́ kroutı́cı́ moment:

Mk,max = 1400 Nm
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Pevnostnı́ návrh přı́čného průřezu:

τmax =
Mk,max

Wk
=

Mk,max
π

16D(D4 − d4)
=

16Mk,max

πD3(1− α4)
=
τK
kD

D = 3

√
16Mk,max kD
π(1− α4)τK

= 3

√
16 · 1400 · 103 · 2
π(1− 0, 84) · 200

= 49, 4
.
= 50 mm

d = αD = 0, 8 · 50 = 40 mm

Polárnı́ moment průřezu Jp:

Jp =
π

32
(D4 − d4) =

π

32
(504 − 404) = 3, 623 · 105 mm4

Stanovenı́ úhlu natočenı́ ∆ϕB v mı́stěB pomocı́ zkroucenı́ jednotlivých
úseků

∆ϕB =
∑Mk,i li

GJp,i
=

=
1

GJp
[Mk(x1) · 0, 5a + Mk(x2) · a + Mk(x3) · a] =

=
106

0, 8 · 105 · 3, 625 · 105
· (−600 · 0, 52 + 400 · 0, 5 + 1400 · 0, 5) =

= 0, 02586 rad = 1, 48◦
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Stanovenı́ úhlu natočenı́ ∆ϕB v mı́stě B pomocı́ Castiglianovy věty

∆ϕB =
∂W

∂M3
=

1

GJp

 0,5a∫
0

Mk(x1)
∂Mk

∂M3
dx1+

+

1,5a∫
0,5a

Mk(x2)
∂Mk

∂M3
dx2 +

2,5a∫
1,5a

Mk(x3)
∂Mk

∂M3
dx3

 =

=
1

GJp

 0,5a∫
0

(−M3) (−1) dx1+

+

1,5a∫
0,5a

(−M3 + M2) (−1) dx2+

+

2,5a∫
1,5a

(−M3 + M2 + M1) (−1) dx3

 =

=
1

GJp
[M3 · 0, 5a + (M3 −M2) · a + (M3 −M2 −M1) · a] =

= −0, 0258 rad = −1, 48◦
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Př.2: Proved’te pevnostnı́ kontrolu prismatického prutu znázorněného
na obrázku.

M = 1000 Nm, a = 0, 5 m, D = 40 mm, d = 30 mm, mez kluzu
τK = 200 MPa, dovolená bezpečnost kD = 2

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 2 ν = 1 s = µ− ν = 2− 1 = 1

Úloha je jedenkrát staticky neurčitá.

Podmı́nka statické rovnováhy pro úplně uvolněný prut

MA + MB −M = 0

Částečně uvolněný prut
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Deformačnı́ podmı́nka pro uvolněnou vazbu

∆ϕB =
∂W

∂MB
= 0

Průběh kroutı́cı́ch momentů Mk(x) podél prutu

Mk(x1) = MB

Mk(x2) = MB −M

Mk(x2) = MB −M

Pozn: V souladu se zatı́ženı́m a realizovaným částečným uvolněnı́m
bylo nutné vyjádřit ohybový moment ve tvaru My(M,MB). Za tı́m
účelem byly uvolňovány prvky prutu z pravé strany, kde působı́ MB.

Řešenı́ deformačnı́ podmı́nky pomocı́ Castigliánovy věty

∆ϕB =
∂W

∂MB
=

a∫
0

Mk(x1)

GJp1

∂Mk

∂MB
dx1+

+

2a∫
a

Mk(x2)

GJp2

∂Mk

∂MB
dx2 +

3a∫
2a

Mk(x3)

GJp3

∂Mk

∂MB
dx3 = 0

a∫
0

MB

GJp1
· 1 · dx1 +

2a∫
a

MB −M
GJp2

· 1 · dx2 +

3a∫
2a

MB −M
GJp3

· 1 · dx3 = 0

MB a

GJp1
+

(MB −M)a

GJp2
+

(MB −M)a

GJp3
= 0

/
·GJp1(= Jp2)

a
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MB + MB −M + MB
Jp1
Jp3
−M Jp1

Jp3
= 0

Z této rovnice již lze stanovit jedinou neznámou, kterou je moment ve
vetknutı́ MB

MB =
M
(
Jp1
Jp3

+ 1
)

Jp1
Jp3

+ 2
=

M

(
πD4

32 −
πd4

32
πD4
32

+ 1

)
D4−d4
D4 + 2

= 627 Nm

Průběh kroutı́cı́ch momentů Mk(x) je dán dřı́ve uvedenými vztahy, do
kterých dosadı́me za MB. Znázorněno graficky

Z průběhu je zřejmé, že maximálnı́ ohybový momentMk,max je v úseku
I a má hodnotu MB. Z hlediska namáhánı́ jde zároveň o nebezpečný
úsek, protože je zde minimálnı́ modul průřezu Wk, což vede k maxi-
málnı́mu smykovému napětı́ τmax.

186



Pevnostnı́ kontrola:
Modul průřezu

Wk,1 =
Jp
D
2

=
π

16D
(D4 − d4) =

π

16 · 40
(404 − 304) = 8590 mm3

Maximálnı́ smykové napětı́ τmax

τmax =
Mk,max

Wk
=

627 · 103

8590
= 73, 0 MPa

Bezpečnost

kK =
τK
τmax

=
200

73
= 2, 74 > kD = 2

Prut pevnostně vyhovuje.

Pozn: Deformačnı́ podmı́nku je možné v našem přı́kladu řešit také na
základě principu superposice použitı́m vztahu odvozeného pro zkrou-
cenı́ prismatického prutu. Natočenı́ prutu v mı́stě B ∆ϕM pouze od
silové dvojice M se musı́ rovnat v absolutnı́ hodnotě natočenı́ ∆ϕMB

pouze od stykové výslednice MB tak, aby výsledné natočenı́ v uloženı́
bylo nulové

|∆ϕM | = |∆ϕMB
|

Ma

GJp3
+
Ma

GJp2
=
MB a

GJp3
+
MB a

GJp2
+
MB a

GJp1
(Jp1 = Jp2)

MB

(
Jp1
Jp3

+ 2

)
= M

(
Jp1
Jp3

+ 1

)
⇒ MB =

M
(
Jp1
Jp3

+ 1
)

Jp1
Jp3

+ 2
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9 MEZNÍ STAV VZPĚRNÉ STABILITY PRUTŮ

Definice: Meznı́m stavem vzpěrné stability rozumı́me stav, kdy se
změnı́ charakter podstatné deformace a to ze stlačovánı́ na ohyb.

Pro pochopenı́ problematiky nejprve uvedeme výsledky experimentu se
stlačovaným přı́mým prutem obdélnı́kového průřezu. Postupně zvětšu-
jeme zatı́ženı́ F a měřı́me průhyb uprostřed prutu w

(
l
2

)

Prut se začı́ná významněji prohýbat při dosaženı́ kritického zatı́ženı́
Fs, což odpovı́dá dosaženı́ meznı́ho stavu stability prutu. Ohyb se
přitom děje kolem osy y, která je minimálnı́ hlavnı́ centrálnı́ osou
kvadratického momentu průřezu.

My(x)

EJy
=

1

R
=

w′′(x)

(1 + w′2(x))
3
2

(9.1)

My(x) = Fw(x) (9.2)
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Dosazenı́m (9.2) do (9.1) obdržı́me

Fw(x)

EJy
=

1

R
=

w′′(x)

(1 + w′2(x))
3
2

(9.3)

Jde o diferenciálnı́ rovnici 2. řádu s obecným řešenı́m ve tvaru

w(x) = w(F, x, C1, C2) (9.4)

kterou poprvé vyřešil Lagrange pro následujı́cı́ okrajové podmı́nky

x = 0 w(0) = 0 x = ld
.
= l w(l) = 0

Lagrangeovo řešenı́ je znázorněno v následujı́cı́m obrázku

který vykazuje dvě rozdı́lné oblasti

a) F < Fv - prut je stlačován

b) F > Fv - existujı́ dvě řešenı́: 1) prut je stlačován, jde o přı́pad
labilnı́ rovnováhy - přı́pad a)

2) prut je ohýbán, jde o přı́pad
stabilnı́ rovnováhy - přı́pad b)
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Mı́sto na grafu F = Fv se nazývá bodem rozdvojenı́ rovnováhy. Do
tohoto stavu stabilnı́ stlačovánı́ se stává labilnı́m a stabilnı́m se stává
ohyb.

Z porovnánı́ s úvodnı́m obrázkem plyne, že teoreticky stanovený bod
rozdvojenı́ rovnováhy odpovı́dá meznı́mu stavu vzpěrné stability
ideálnı́ho přı́mého prutu, tedy Fs = Fv.

V praxi nedovolujeme ohýbánı́ stlačovaného prutu, který musı́ být
dostatečně bezpečný vůči MS stability. Při výpočtu se potom stačı́
omezit pouze na stanovenı́ Fv, a to v oblasti, kde je w′ malé, respektive
zanedbatelné (w′(x) = 0). Touto cestou se poprvé vydal Euler, jehož
řešenı́ si tu uvedeme
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Eulerovo řešenı́ pro ideálnı́ přı́mý prut

Předpoklady řešenı́: střednice prutu je přı́mka, sı́la F působı́ přesně
v ose, průřez je prizmatický a nešroubový, prut je dostatečně štı́hlý,
materiál prutu je homogennı́, isotopický a nekonečně pevný.

Předpokládáme prut obdélnı́kového průřezu, osy y a z jsou hlavnı́mi
centrálnı́mi osami kvadratických momentů průřezu. Ohyb se děje ko-
lem osy minimálnı́ho KM, v našem přı́padě tedy kolem osy y

Při odvozenı́ se vycházı́ z diferenciálnı́ rovnice průhybové čáry, která
má v souladu s (9.1) a s přihlédnutı́m ke znaménkové konvenci (str.
104) následujı́cı́ tvar

EJyw
′′(x) = −My(x) (9.5)

Ohybový momentMy(x) stanovı́me z momentové podmı́nky pro prvek
prutu Ω1, uvolněný ve zdeformovaném stavu

My(x) = Fw (9.6)
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Dosadı́me (9.6) do (9.5) a zavedeme parametr p definičnı́m vztahem
(9.8)

EJyw
′′(x) = −Fw ⇒ w′′(x) +

F

EJy
w = 0 (9.7)

p2 =
F

EJy
(9.8)

Po dosazenı́ (8) do (7) obdržı́me

w′′(x) + p2 w(x) = 0 (9.9)

Jde o homogennı́ diferenciálnı́ rovnici 2. řádu s následujı́cı́m obecným
řešenı́m (viz matematika)

w(x) = C1 sin px + C2 cos px (9.10)

Aplikacı́ okrajové podmı́nky prutu na spodnı́m okraji x = 0, w(0) = 0

do rovnice (9.10) dostaneme pro integračnı́ konstantu C2 = 0 a jejı́m
zpětným dosazenı́m do (9.10) potom rovnici průhybové čáry prutu,
kterou je sinusovka

w(x) = C1 sin px (9.11)

Na tuto rovnici nynı́ aplikujeme okrajovou podmı́nku platnou na hor-
nı́m okraji x = l, w(l) = 0, což vede k rovnici (9.12)

0 = C1 sin pl (9.12)

192



Tato podmı́nka je splněna, platı́-li

a) C1 = 0, přičemž p a tedy i zatı́ženı́ F dle (8) může být libovolné,
což odpovı́dá labilnı́mu stlačovánı́

b) sin pl = 0 → pl = kπ (13) kde k = 0, 1, . . . , n

V dalšı́m se soustředı́me na přı́pad b) popsaný (9.13), který odpovı́dá
ohýbanému prutu. Z množiny možných řešenı́ vybereme to, které vede
k minimálnı́mu nenulovému zatı́ženı́ F , tedy je nejnebezpečnějšı́. V
tomto přı́padě k = 1 a na základě (9.13) dostáváme

pl = π (9.14)

Dosazenı́m (9.8) do (9.14) a algebraickou úpravou dostáváme finálnı́
vztah (9.15) pro velikost kritické sı́ly Fv√

Fv
EJy

l = π ⇒ Fv =
π2EJy
l2

(9.15)

Podmı́nku (9.14) dále vložı́me to rovnice průhybové čáry (9.12) a
obdržı́me

w(x) = C1 sin
π

l
x (9.16)

Průhyb uprostřed prutu je roven

w
(
π
l

)
= C1 sin

π

2
= C1 (9.17)

kde C1 je jakákoliv konstanta. Průhyb zde je tedy neurčitý a je
znázorněn na předchozı́m obrázku svislou čarou, která graficky
představuje Eulerovo řešenı́.
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9.1 Vliv odchylek od ideálnı́ho přı́padu

9.1.1 Vliv zakřivenı́ střednice a excentrického působenı́ vnějšı́ho zatı́ženı́ F

Předpokládáme střednici před zatı́ženı́m ve tvaru sinusovky

w0(x) = δ sin
π

l
x (9.18)

Ohybový moment My(x) je roven

My(x) = F [e + w0(x) + w(x)] (9.19)

a po dosazenı́ do diferenciálnı́ rovnice průhybové čáry (9.5) dostáváme

EJyw
′′(x) + Fw(x) = −Fe− Fw0(x) (9.20)

Řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (9.20) je uvedeno ve skriptech PPI. Z je-
jı́ho rozboru vyplývá, že bod rozdvojenı́ rovnováhy v tomto přı́padě
neexistuje. Při zatı́ženı́ F = Fv však docházı́ k podstatnému zvětšenı́
průhybu w.
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9.1.2 Vliv proměnlivosti průřezu a modulu pružnosti E podél střednice

Bod rozdvojenı́ rovnováhy a tedy i meznı́ stav vzpěrnı́ stability exis-
tuje. Velikost kritické sı́ly Fv závisı́ na průběhu funkce EJy = f (x) -
viz skripta.

9.1.3 Vliv uloženı́ prutu

Abychom posoudili vliv uloženı́ na velikost kritické sı́ly Fv řešı́me
úlohu s tužšı́mi vazbami, viz obrázek

Ohybový moment My(x)

My(x) = −MB + Fw(x) (9.21)

Dosadı́me do (9.5) a po úpravě dostaneme diferenciálnı́ rovnici průhy-
bové čáry (9.23)

w′′(x) +
F

EJy
w(x) =

MB

EJy
(9.22)
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Obecné řešenı́ nehomogennı́ diferenciálnı́ rovnice (9.22) má tvar

w(x) = C1 sin px + C2 cos px + A (9.23)

kde A je partikulárnı́ integrál, který musı́ vyhovovat (9.22)

F

EJy
A =

MB

EJy
⇒ A =

MB

F
(9.24)

Zpětným dosazenı́m do (9.23) obdržı́me

w(x) = C1 sin px + C2 cos px +
MB

F
(9.25)

Pro aplikaci jedné okrajové podmı́nky potřebujeme rovněž derivaci
průhybové čáry (9.25)

w′(x) = C1p cos px− C2p sin px (9.26)

Pro stanovenı́ integračnı́ch konstant nynı́ formulujeme okrajové pod-
mı́nky úlohy:

x = 0 w(0) = 0 → (9.25) ⇒ 0 = C2 +
MB

F
⇒ C2 = −MB

F

x = 0 w′(0) = 0 → (9.26) ⇒ 0 = C1p ⇒ C1 = 0

x = l w(l) = 0 → (9.25) ⇒ 0 = C1 sin pl + C2 cos pl +
MB

F

−MB

F
cos pl +

MB

F
= 0 ⇒ MB

F
(1− cos pl) = 0
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Předchozı́ rovnice je splněna, platı́-li

cos pl = 1 ⇒ pl = k · 2π k = 1, . . . , n (9.27)

Z množiny řešenı́ pro různá k vybı́ráme to, které vede k minimálnı́
kritické sı́le Fv, tj. pro k = 1. Po dosazenı́ za p dle (9.8) obdržı́me
relaci pro kritickou sı́lu Fv√

Fv
EJy

l = 2π ⇒ Fv =
4π2EJy
l2

(9.28)

Ukazuje se, že vliv uloženı́ na velikost kritické sı́ly Fv je podstatný.
Podle druhu uloženı́ rozeznáváme čtyři přı́pady Eulerova vzpěru, uve-
dené na následujı́cı́m obrázku

Vztah pro kritickou sı́lu Fv je možné zobecnit zavedenı́m součinitele
uloženı́ α následovně

Fv =
α2EJy
l2

(9.29)

Tuhost uloženı́ u přı́padů na obrázku roste zleva doprava. Poměr kri-
tických sı́l pro oba krajnı́ přı́pady je 16 : 1, což je závislost podstatná.
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9.1.4 Vliv reálného materiálu

Při odvozovánı́ vztahů jsme doposud předpokládali, že materiál prutu
je nekonečně pevný a lineárně pružný. U skutečného materiálu může
meznı́mu stavu vzpěrné stability předcházet meznı́ stav pružnosti, přı́-
padně meznı́ stav křehké pevnosti. Při pevnostnı́ kontrole nás zajı́má
prvnı́ aktuálnı́ meznı́ stav, který nastane při nejmenšı́m vnějšı́m za-
tı́ženı́.

Podı́vejme se nynı́ z tohoto pohledu na tlakové namáhánı́ prutu z re-
álného materiálu a to bud’ve stavu tvárném, charakterizovaném mezı́
kluzu v tlaku σkd ≈ σk nebo ve stavu křehkém, charakterizovaném
mezı́ pevnosti v tlaku σRd.

Nejprve se zaměřı́me na materiál ve stavu tvárném. Meznı́mu stavu
vzpěrné stability prutu odpovı́dá následujı́cı́ tlakové napětı́

σv =
Fv
S

(9.29)
=

α2EJy
Sl2

=
α2Ei2yS

Sl2
=

α2E(
l
iy

)2 =
α2E

λ2
(9.30)

kde veličina λ je tzv. štı́hlost prutu definovaná následovně

λ =
l

iy
(9.31)

Relace (9.31) představuje tzv. Eulerovu hyperbolu, kterou je možné
znázornit graficky
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Hodnotě napětı́ σv = σK odpovı́dá meznı́ štı́hlost λk

σv = σK → (9.30) ⇒ α2E

λ2
= σK ⇒ λk =

√
α2E

σK
(9.32)

která rozděluje předchozı́ obrázek na dvě oblasti

1) λ < λk prut je tlustý a aktuálnı́m meznı́m stavem je
meznı́ stav pružnosti

2) λ = λk prut je štı́hlý a aktuálnı́m meznı́m stavem je
meznı́ stav vzpěrné stability

Materiál ve stavu křehkém, grafické znázorněnı́

Hodnotě napětı́ σv = σRd odpovı́dá meznı́ štı́hlost λRd

σv = σRd → (9.30) ⇒ α2E

λ2
R

= σRd ⇒ λR =

√
α2E

σRd
(9.33)

která rozděluje předchozı́ obrázek na dvě oblasti

1) λ < λR prut je tlustý a aktuálnı́m meznı́m stavem je
meznı́ stav křehké pevnosti

2) λ = λR prut je štı́hlý a aktuálnı́m meznı́m stavem je
meznı́ stav vzpěrné stability
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9.2 Pevnostnı́ kontrola přı́mého stlačovaného prutu

Předpokládáme, že materiál prutu je ve stavu tvárném, charakterizova-
ném mezı́ kluzu σK . Postup výpočtu je následujı́cı́

1) Na základě geometrických charakteristik prutu stanovı́me poloměr
setrvačnosti průřezu prutu iy a štı́hlost prutu λ

iy =

√
Jy
S

λ =
l

iy

2) Podle typu uloženı́ určı́me součinitel α a vypočteme meznı́ štı́hlost
λk

λk =

√
α2E

σk

3) V závislosti na přı́slušné relaci vypočteme bezpečnost bud’ vzhle-
dem k meznı́mu stavu vzpěrné stability nebo vůči meznı́mu stavu
pružnosti

a) λ = λk Fv =
α2EJy
l2

kv =
Fv
F

= kD

b) λ < λk σ =
F

S
kK =

σK
σ

Pozn: Vzhledem k vysoké nebezpečnosti meznı́ho stavu vzpěrné stabi-
lity jsou dovolené resp. doporučené bezpečnosti značně vysoké, např.
kD = 4 resp. 5.

U materiálu ve stavu křehkém se postupuje analogicky.
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9.3 Demonstračnı́ přı́klad

Př.1: Proved’te pevnostnı́ kontrolu přı́mého prutu osově zatı́ženého
tlakovou silou F . Materiál prutu je ve stavu tvárném.

F = 2000 N, l = 3 m, E = 2, 1 · 104 MPa, mez kluzu σK = 350 MPa ,
kD = 4

Minimálnı́ hlavnı́ centrálnı́ kvadratický momentJmin. Z obrázku průřezu
je zřejmé, že jde o kvadratický moment Jy

Jy = 2 · 1

12
· 5 · 603 +

1

12
· 110 · 53 = 1, 811 · 105 mm4

Poloměr kvadratického momentu iy a štı́hlost prutu λ

iy =

√
Jy
S

=

√
1, 811 · 105

1150
= 12, 55 mm λ =

l

iy
=

3 · 103

12, 55
= 239, 0

Podle způsobu uloženı́ jde o 1. přı́pad Eulerova vzpěru se součinitelem
uloženı́ - α = π

2
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Kritická štı́hlost prutu λk

λk =

√
α2E

σk
= λk =

√(
π
2

)2
E

σk
= λk =

√
π2 · 2, 1 · 105

4 · 350
= 38, 5

Vzhledem k tomu, že skutečná štı́hlost prutu λ = 239, 0 je většı́ než
kritická štı́hlost λk = 38, 5, aktuálnı́m meznı́m stavem je meznı́ stav
vzpěrné stability.

Kritická sı́la

Fv =

(
π
2

)2
EJy

l2
=
π2 · 2, 1 · 105 · 1, 811 · 105

4 · (3 · 103)2
= 10 426 N

Bezpečnost

kv =
Fv
F

=
10 426

2000
= 5, 21 > kD = 4

Prut pevnostně vyhovuje.
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10 NAPJATOST V BODĚ TĚLESA

Definice: Napjatostı́ v bodě tělesa rozumı́me množinu obecných na-
pětı́ ~fρ, působı́cı́ch ve všech řezech ρ, procházejı́cı́m tı́mto bodem.

V úvodnı́ kapitole PPI jsme bez důkazu uvedli, že napjatost je určena
tenzorem napětı́ Tσ. Nynı́ se budeme napjatostı́ zabývat podrobněji.
Přı́slušné vztahy si odvodı́me a předchozı́ výrok dokážeme.

10.1 Základnı́ vztahy pro napětı́ v obecném řezu

Základnı́m krokem ke stanovenı́ obecného napětı́ ~fρ v řezu ρ je uvolněnı́
elementárnı́ho čtyřstěnu v okolı́ obecného bodu A souřadnicovými
rovinnými řezy a obecným řezem ρ a následná formulace podmı́nek
statické rovnováhy, viz obr.
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Poloha obecného řezu ρ je určena jednotkovým vektorem normály ~eρ,
jehož složkami jsou směrové kosiny αx, αy a αz

~eρ = αx~i + αy ~j + αz ~k (10.1)
kde

αx = cosα′x αy = cosα′y αz = cosα′z

Zapsáno maticově

{α} = |αx αy αz|T (10.2)

Pro směrové kosiny platı́ známý vztah

α2
x + α2

y + α2
z = 1 (10.3)
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Vektor obecného napětı́ fρ je vyjádřen následovně

~fρ = fρ,x αx + fρ,y αy + fρ,z αz (10.4)

Zapsáno maticově

{fρ} = |fρ,x fρ,y fρ,z|T (10.5)

Podmı́nky statické rovnováhy∑
Fx : fρ,x dS = σx dSx + τyx dSy + τzx dSz

/
· 1

dS

Po úpravě s uváženı́m dSx
dS = αx atd. obdržı́me

fρ,x = σx αx + τyx αy + τzx αz

Analogicky fρ,y = τxy αx +σy αy + τzy αz (10.6)

fρ,z = τxz αx + τyz αy + σz αz

Zapsáno maticově ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fρ,x

fρ,y

fρ,z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σx τyx τzx

τxy σy τzy

τxz τyz σz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
αx

αy

αz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (10.7)

a symbolicky

{fρ} = [Tσ] · {α} (10.8)
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kde veličina Tσ je tzv. tenzor napětı́, který je z důvodu platnosti věty
o sdruženosti smykových napětı́ (τxy = τyx atd.) vyjádřen symetrickou
maticı́, obsahujı́cı́ 6 nezávislých prvků. Z matematického pohledu jde
o symetrický tenzor druhého řádu.

Obecné napětı́ ~fρ má složku normálovou σρ a smykovou τρ, které
zı́skáme jako průměty do přı́slušných směrů pomocı́ skalárnı́ch součinů

σρ = ~eρ ~fρ = {α}T {fρ} = {α}T [Tσ]{α} (10.9)

τρ = ~eη ~fρ = {β}T {fρ} = {β}T [Tσ]{α} (10.10)

Smykové napětı́ můžeme vypočı́tat rovněž pomocı́ Pythagorovy věty

τρ =
√
f 2
ρ − σ2

ρ =
√
f 2
ρ,x + f 2

ρ,y + f 2
ρ,z − σ2

ρ (10.11)

Z předchozı́ch vztahů (10.8), (10.9) a (10.10) resp. (10.11) vyplývá, že
obecné napětı́ fρ a jeho složky σρ a τρ v libovolném řezu ρ jsou určeny
tenzorem napětı́ Tσ.

V souladu s úvodnı́ definicı́ nám tedy tenzor napětı́ Tσ popisuje
napjatost v okolı́ obecného boduA tělesa.

Napjatost považujeme za homogennı́, jestliže tenzory napětı́ Tσ ve
všech bodech tělesa jsou stejné. Pokud jsou tenzory v bodech tělesa
různé, jedná se o nehomogennı́ napjatost.
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10.2 Hlavnı́ roviny, hlavnı́ napětı́ a hlavnı́ směry

Definice: Hlavnı́ rovina je taková rovina, kde nepůsobı́ smykové
napětı́. Přı́slušné normálové napětı́ se nazývá hlavnı́m napětı́m a
odpovı́dajı́cı́ směr hlavnı́m směrem.

Předpokládejme nynı́, že rovina ρi je rovinou hlavnı́, ve které působı́
hlavnı́ napětı́ σi, viz obr.

Obecné napětı́ ~fρ,i je potom rovno normálovému, tj. hlavnı́mu napětı́
σi a má směr normály ~eρ,i hlavnı́ roviny ρi

~fρ,i = σi ~eρ,i {fρ,i} = σi {αi} (10.12)

a pro jeho složky platı́

fρ,x = σi αx,i ; fρ,y = σi αy,i ; fρ,z = σi αz,i (10.13)
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Po dosazenı́ (10.13) do (10.6) a formálnı́ algebraické úpravě obdržı́me
soustavu rovnic (10.14), ke které připojı́me známý vztah pro směrové
kosiny

(σx − σi) αx,i + τyx αy,i + τzx αz,i = 0

τxy αx,i + (σy − σi) αy,i + τzy αz,i = 0 (10.14)

τxz αx,i + τyz αy,i + (σz − σi) αz,i = 0

α2
x,i + α2

y,i + α2
z,i = 1 (10.15)

Relace (10.14) představujı́ soustavu homogennı́ch lineárnı́ch rovnic
pro stanovenı́ směrových kosinů hlavnı́ roviny ρi s hlavnı́m napětı́m
σi. Aby řešenı́ nebylo triviálnı́, tj. αx,i = αy,i = αz,i = 0, což je v
rozporu s (10.15), musı́ být determinant soustavy (10.14) nulový, což
znamená, že tyto tři rovnice jsou lineárně závislé∣∣∣∣∣∣∣

σx − σi τyx τzx

τxy σy − σi τzy

τxz τyz σz − σi

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (10.16)

Vyčı́slenı́m determinantu obdržı́me tzv. charakteristickou rovnici
(10.17)

σ3
i −∆1 σ

2
i + ∆2 σi −∆3 = 0 (10.17)

kde ∆1, ∆2 a ∆3 jsou tzv. invarianty tenzoru napětı́ Tσ, jejichž
hodnota se neměnı́ při ortogonálnı́ transformaci souřadnicového sys-
tému

∆1 = σx + σy + σz
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∆2 =

∣∣∣∣∣ σx τxy

τxy σy

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣ σy τyz

τyz σz

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣ σx τzx

τzx σz

∣∣∣∣∣ (10.18)

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
σx τxy τxz

τxy σy τyz

τxz τyz σz

∣∣∣∣∣∣∣
Hlavnı́ napětı́ σi jsou potom kořeny kubické charakteristické rovnice
(10.17). Je možné dokázat, že v tomto přı́padě jsou všechny tři kořeny
σI , σII a σIII reálná čı́sla. Dále zavedeme nové čı́selné indexy 1, 2 a
3, tak, aby platila relace

σ1 = σ2 = σ3 (10.19)

Veličinaσ1 se nazývá maximálnı́ hlavnı́ napětı́,σ2 je střednı́ hlavnı́
napětı́ a σ3 je minimálnı́ hlavnı́ napětı́.

Poloha přı́slušných hlavnı́ch směrů se stanovı́ pomocı́ vybraných dvou
rovnic ze soustavy (10.14) a z rovnice (10.15). Pro hlavnı́ směr 1,
přı́slušejı́cı́ hlavnı́mu napětı́ σ1, dostáváme soustavu rovnic

(σx − σ1) αx,1 + τyx αy,1 + τzx αz,1 = 0

τxy αx,1 + (σy−σ1) αy,1 + τzy αz,1 = 0 (10.20)

α2
x,1 + α2

y,1 + α2
z,1 = 1

Ze které vypočteme směrové kosiny αx,1, αy,1, αz,1 směru 1
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Analogicky postupujeme při stanovenı́ směrových kosinů αx,2, αy,2,
αz,2 hlavnı́ho směru 2 a směrových kosinů αx,3, αy,3, αz,3 hlavnı́ho
směru 3.

Pokusme se nynı́ stanovit vzájemnou polohu směrů hlavnı́ch směrů 1,
2 a 3. Pro tento účel využijeme rovnic (10.12) a (10.8)

{fρ,i} = σi {αi} = [Tσ] {αi} (10.21)

Rovnici (10.21) nynı́ aplikujme na hlavnı́ napětı́ σ1 a potom na σ2

σ1 {α1} = [Tσ] {α1}
/
{α2}T

σ1 {α2}T {α1} = {α2}T [Tσ] {α1} (10.22)

σ2 {α2} = [Tσ] {α2}
/
{α1}T

σ2 {α1}T {α2} = {α1}T [Tσ] {α2} (10.23)

Když odečteme rovnici (10.23) od rovnice (10.22) obdržı́me po úpravě

(σ1 − σ2) {α2}T {α1} = 0

Analog. (σ2 − σ3) {α3}T {α2} = 0 (10.24)

(σ3 − σ1) {α1}T {α3} = 0
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Z předchozı́ch vztahů plyne, že pokud velikost dvou hlavnı́ch napětı́
je stejná, musı́ být vzájemná poloha odpovı́dajı́cı́ch hlavnı́ch směrů
kolmá. V přı́padě rovnosti hlavnı́ch napětı́ může být vzájemný úhel
odpovı́dajı́cı́ch hlavnı́ch směrů jakýkoliv a tedy může být i kolmý.
Z této analýzy vyplývá, že v bodě tělesa A lze vždy vést tři navzájem
kolmé hlavnı́ směry 1, 2 a 3 ve kterých působı́ hlavnı́ napětı́ σ1, σ2 a
σ3.

Napjatost v bodě tělesa můžeme tedy vyjádřit pomocı́ hlavnı́ch na-
pětı́ σ1, σ2 a σ3 působı́cı́ch v třech vzájemně kolmých hlavnı́ch
směrech, jejichž poloha je určena třemi nezávislými směrovými
kosiny. Tato skutečnost souvisı́ s existencı́ třı́ podmı́nek pro součet
čtverců směrových kosinů a třı́ podmı́nek ortogonality pro použitý
hlavnı́ pravoúhlý souřadnicový systém.

Odvozené vztahy nám nynı́ dovolujı́ přejı́t z obecného souřadnicového
systému x, y a z k hlavnı́mu souřadnicovému systému 1, 2 a 3, ve
kterém má tenzor napětı́ Tσ pouze tři nenulové členy v podobě hlavnı́ch
napětı́ σ1, σ2 a σ3, ležı́cı́ch na hlavnı́ diagonále. Tato skutečnost vede
ke značnému zjednodušenı́ matematických formulacı́, což využijeme
v dalšı́ch kapitolách.
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10.3 Hlavnı́ souřadnicový systém, vztahy pro obecné napětı́ a jeho složky

Našı́m cı́lem je nynı́ stanovit obecné napětı́ ~fρ a jeho složky σρ a τρ v
obecném řezu ρ, jehož poloha je určena směrovými kosiny α1, α2 a α3,
viz obr.

V hlavnı́m souřadnicovém systému platı́ formálně stejné vztahy, které
byly odvozeny pro obecný souřadnicový systém. Při určenı́ obecného
napětı́ ~fρ vyjdeme z rovnice (10.8)

{fρ} = [Tσ] {α}
Vyjádřeno maticově∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fρ,1

fρ,2

fρ,3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1 0 0

0 σ2 0

0 0 σ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1

α2

α3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (10.25)

Složky obecného napětı́ jsou potom rovny

fρ,1 = σ1α1 fρ,2 = σ2α2 fρ,3 = σ3α3 (10.26)
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Pro velikost obecného napětı́ fρ dostáváme vztah

fρ =
√
σ2

1α
2
1 + σ2

2α
2
2 + σ2

3α
2
3 (10.27)

Normálové napětı́ je dáno průmětem obecného napětı́ fρ do normály
roviny, což realizujeme pomocı́ skalárnı́ho součinu

σρ = {α}T {fρ} = |α1 α2 α3| ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1α1

σ2α2

σ3α3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σρ = σ1α

2
1 + σ2α

2
2 + σ3α

2
3 (10.28)

Smykové napětı́ τρ v obecné rovině ρ potom vypočteme pomocı́ Py-
thagorovy věty

τρ =
√
f 2
ρ − σ2

ρ =

=
√

(σ1 − σ2)2α2
1α

2
2 + (σ2 − σ3)2α2

2α
2
3 + (σ3 − σ1)2α2

3α
2
1 (10.29)

V teorii plasticity hraje významnou roli tzv. oktaedrická rovina, jejı́ž
normála svı́rá se souřadnicovými osami stejný úhel. Přı́slušné smy-
kové napětı́ τo dostaneme dosazenı́m odpovı́dajı́cı́ch směrových kosinů
α1 = α2 = α3 = α0 = 1√

3
do předchozı́ rovnice

τo =
1

3

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 (10.30)
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10.4 Znázorněnı́ napjatosti v Mohrově rovině, Mohrovy kružnice

Jednı́m z atributů symetrických tenzorů druhého řádu, jakým je tenzor
napětı́ Tσ, je možnost grafického znázorněnı́ přı́slušného stavu (napja-
tosti), v našem přı́padě v Mohrově rovině σρ, τρ. Za účelem odvozenı́
potřebných vztahů řešme nynı́ následujı́cı́ inversnı́ úlohu:

Napjatost je dána hlavnı́mi napětı́mi σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. Dále jsou dána
dvě čı́sla, která představujı́ normálové napětı́ σρ a smykové napětı́ τρ
v obecném řezu ρ. Máme zjistit, zda taková rovina reálně existuje
a v kladném přı́padě stanovit jejı́ polohu. Úlohu řešı́me v hlavnı́m
souřadnicovém systému 1,2 a 3.

Pro matematickou formulaci úlohy využijeme rovnice (10.27) a (10.28),
doplněné o známý vztah pro součet čtverců směrových kosinů

σ2
1α

2
1 + σ2

2α
2
2 + σ2

3α
2
3 = f 2

ρ = σ2
ρ + τ 2

ρ

σ1α
2
1 + σ2α

2
2 + σ3α

2
3 = σρ (10.31)

α2
1 + α2

2 + α2
3 = 1
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Jde o soustavu 3 lineárnı́ch rovnic pro stanovenı́ čtverců směrových
kosinů α2

1, α2
2 a α2

3, které lze vypočı́tat např. Cramerovým pravidlem

α2
1 =

D1

DS
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ2
ρ + τ 2

ρ σ2
2 σ2

3

σρ σ2 σ3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ2

1 σ2
2 σ2

3

σ1 σ2 σ3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Po provedené algebraické úpravě obdržı́me

α2
1 =

D1

DS
=
τ 2
ρ + (σρ − σ2)(σρ − σ3)

(σ1 − σ2)(σ1 − σ3)

Analog. α2
2 =

D2

DS
=
τ 2
ρ + (σρ − σ1)(σρ − σ3)

(σ2 − σ1)(σ2 − σ3)
(10.32)

α2
3 =

D3

DS
=
τ 2
ρ + (σρ − σ1)(σρ − σ2)

(σ3 − σ1)(σ3 − σ2)

Pro čtverce směrových kosinů platı́ následujı́cı́ vztahy:

0 5 α2
1 5 1 0 5 α2

2 5 1 0 5 α2
3 5 1 (10.33)

Předpokládáme-li relaci σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, potom pro splněnı́ levých
nerovnostı́ v předchozı́m vztahu (10.33) musı́ v souladu s (10.32) platit

τ 2
ρ + (σρ − σ2)(σρ − σ3) = 0 τ 2

ρ + (σρ − σ1)(σρ − σ3) 5 0

τ 2
ρ + (σρ − σ1)(σρ − σ2) = 0 (10.34)
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Prvnı́ ze vztahů (10.34) lze formálně upravit následovně

σ2
ρ − σρ(σ2 + σ3) + τ 2

ρ + σ2σ3 = 0

(
σρ −

σ2 + σ3

2

)2

+ τ 2
ρ −

(σ2 + σ3

2

)2

+ σ2σ3 = 0

(
σρ −

σ2 + σ3

2

)2

+ τ 2
ρ =

(
σ2 − σ3

2

)2

Analog.
(
σρ −

σ1 + σ3

2

)2

+τ 2
ρ 5

(
σ1 − σ3

2

)2

(10.35)

(
σρ −

σ1 + σ2

2

)2

+ τ 2
ρ =

(
σ1 − σ2

2

)2

Rovnice (10.35) vymezujı́ v Mohrově rovině σρ, τρ oblast mezi tzv.
Mohrovými kružnicemi. Pravé strany nerovnostı́ (10.33), které jsme
zde neuplatnili, tuto skutečnost neovlivňujı́ (viz skripta).
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Oblast mezi Mohrovými kružnicemi, včetně nich znázorňuje složky
napětı́ σρ, τρ ve všech řezech ρ, které můžeme bodem tělesa vést,
graficky tedy vyjadřuje napjatost v bodě tělesa.

Z obrázku názorně vyplývajı́ vztahy pro maximálnı́ normálové napětı́
σρ,max a τρ,max

σρ,max = σ1 τmax =
σ1 − σ3

2
(10.36)

V rovině maximálnı́ho smykového napětı́ působı́ rovněž normálové
napětı́ σρ,τmax

σρ,τmax =
σ1 + σ3

2
(10.37)

Polohu roviny maximálnı́ho smykového napětı́ lze vypočı́tat dosaze-
nı́m τρ,max a σρ,τmax do rovnic (10.32)

α1 = ±
√

2

2
α2 = 0 α3 = ±

√
2

2

Vektor normály roviny maximálnı́ho smykového napětı́ τρ,max je sy-
metrálou hlavnı́ch směrů 1 a 3, viz obr.
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10.5 Zvláštnı́ přı́pady napjatosti

10.5.1 Rovinná napjatost

Při rovinné napjatosti je jednou z hlavnı́ch napětı́ rovno nule. V našem
přı́padě necht’σIII = σz = 0. Do hlavnı́ho směru III vložı́me obecnou
souřadnicovou osu z. Hledejme nynı́ obecné napětı́ ~fρ a jeho složky σρ
a τρ v řezu ρ, rovnoběžném s osou z, jehož normála ~eρ svı́rá s osou x
úhel ϕ, viz obrázek. Smykové napětı́ τρ v řezu ρ přitom považujeme za
kladné, otáčı́-li elementem v řezu ve směru hodinových ručiček.

Jelikož směr z je směrem hlavnı́m, platı́ pro složky napětı́ v přı́slušné
hlavnı́ rovině

σz = σIII = 0 τzx = τzy = 0 (10.38)

a tenzor napětı́ Tσ má v tomto přı́padě tvar

Tσ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σx τxy 0

τxy σy 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (10.39)
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Obecné napětı́ fρ a jeho složky vypočteme aplikacı́ obecného vztahu
(10.8) - {fρ} = [Tσ] {α}, který musı́ platit i pro rovinnou napjatost∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fρ,x

fρ,y

fρ,z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σx τxy 0

τxy σy 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosϕ

sinϕ

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (10.40)

Složky obecného napětı́ jsou rovny

fρ,x = σx cosϕ + τxy sinϕ

fρ,y = τxy cosϕ + σy sinϕ (10.41)

fρ,z = 0

a velikost obecného napětı́ fρ stanovı́me pomocı́ Pythagorovy věty

fρ =
√
f 2
ρ,x + f 2

ρ,y =

=
√

(σx cosϕ + τxy sinϕ)2 + (τxy cosϕ + σy sinϕ)2 (10.42)

Normálové napětı́ σρ zı́skáme jako průmět obecného napětı́ ~fρ do směru
normály řezu ~eρ pomocı́ skalárnı́ho součinu

σρ = {α}T {fρ} =
∣∣ cosϕ sinϕ

∣∣ · ∣∣∣∣∣ σx cosϕ + τxy sinϕ

τxy cosϕ + σy sinϕ

∣∣∣∣∣ =

= σx cos2 ϕ + 2τxy sinϕ cosϕ + σy sin2 ϕ =

=
σx + σy

2
+
σx − σy

2
cos 2ϕ + τxy sin 2ϕ (10.43)
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Smykové napětı́ τρ představuje průmět obecného napětı́ ~fρ do tečného
směru η definovaného směrovými kosiny {β}:

{β} = | cos(90− ϕ) cos(180− ϕ)|T = | sinϕ − cosϕ|T

τρ =
∣∣ sinϕ − cosϕ

∣∣ · ∣∣∣∣∣ σx cosϕ + τxy sinϕ

τxy cosϕ + σy sinϕ

∣∣∣∣∣ =

= σx sinϕ cosϕ + τxy sin2 ϕ− τxy cos2 ϕ− σy cosϕ sinϕ =

=
σx − σy

2
sin 2ϕ− τxy cos 2ϕ (10.44)

Poloha hlavnı́ho směru I se určı́ z definice přı́slušné hlavnı́ roviny

τρ = 0 =
σx − σy

2
sin 2ϕI − τxy cos 2ϕI

tan 2ϕI =
2τxy

σx − σy
ϕI =

1

2
arctan

2τxy
σx − σy

(10.45)

Odpovı́dajı́cı́ hlavnı́ napětı́ σI potom odpovı́dá normálovému napětı́ v
této hlavnı́ rovině

σI = σρ(ϕ = ϕI) =
σx + σy

2
+
σx − σy

2
cos 2ϕI − τxy sin 2ϕI (10.46)

Hlavnı́ směr II je k hlavnı́mu směru I kolmý, tedy ϕII = ϕI + π
2 a

přı́slušné hlavnı́ napětı́ ϕII je rovno

σII = σρ(ϕ = ϕII) =
σx + σy

2
+
σx − σy

2
cos 2ϕII − τxy sin 2ϕII

(10.47)

Rovnice (10.46) a (10.47) představujı́ v Mohrově rovině rovnici kruž-
nice. Úhlu ϕmezi dvěma směry resp. mezi dvěma řezy ρ a ρ′ odpovı́dá
dvojnásobný směrový úhel 2ϕ na Mohrově kružnici.
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Přı́slušnou Mohrovu kružnici můžeme nakreslit bud’pomocı́ vypočte-
ných nenulových hlavnı́ch napětı́ σI a σII ,

nebo graficky, pomocı́ složek napětı́ ve dvou vzájemně kolmých řezech
x a y

Po stanovenı́ obou nenulových hlavnı́ch napětı́ σI a σII zavedeme nové
označenı́ pomocı́ arabských čı́slic 1, 2 a 3 tak, aby byla splněna pro nás
již známá relace σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. V přı́kladu uvedeném na předchozı́m
obrázku dostáváme pro nenulová hlavnı́ napětı́ σ1 a σ2 následujı́cı́ vztah

σ1,2 =
σx + σy

2
±

√(
σx − σy

2

)2

+ τ 2
xy (10.48)
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10.5.2 Prutová napjatost a prostý smyk

Jde o specifické přı́pady rovinné napjatosti. U prutové napjatosti je
element zatı́žen následovně

σ1,3 =
σx
2
±
√(σx

2

)2

+ τ 2
xy =

σ

2
±
√(σ

2

)2

+ τ 2 (10.49)

U prostého smyku je jediným nenulovým napětı́m smykové napětı́
τxy = τ . Zatı́ženı́ elementu a odpovı́dajı́cı́ Mohrova kružnice vypadajı́
následovně

Pro nenulová hlavnı́ napětı́ σ1 a σ3 platı́

σ1,3 = ±τxy = ±τ (10.50)

Hlavnı́ směry 1,2 přitom svı́rajı́ se základnı́mi osami x,y úhel 45◦.
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10.6 Klasifikace napjatosti

Typ napjatosti závisı́ na hodnotách hlavnı́ch napětı́. Při našich úva-
hách stále předpokládáme platnost relace σ1 ≥ σ2 ≥ σ3.

a) Trojosá (prostorová) napjatost - 3D. Všechna tři hlavnı́ napětı́
jsou nenulová

- obecná
Všechna hlavnı́ napětı́ jsou vzájemně různá, tedy σ1 6= σ2 6= σ3

- polorovnoměrná
Dvě hlavnı́ napětı́ jsou stejná

- rovnoměrná
Všechna hlavnı́ napětı́ jsou stejná σ1 = σ2 = σ3

223



b) Dvojosá (rovinná) napjatost - 2D. Jedno hlavnı́ napětı́ je nulové,
σi = 0

- obecná
Obě nenulová hlavnı́ napětı́ jsou vzájemně různá

- rovnoměrná
Obě nenulová hlavnı́ napětı́ jsou stejná

- prutová
Napjatost je určena složkami napětı́ σ a τ na jedné stěně elementu
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- smyková
Na element působı́ pouze smykové napětı́ τ

c) Jednoosá (přı́mková) napjatost - 1D. Dvě hlavnı́ napětı́ jsou nulová

- tahová
Nenulové hlavnı́ napětı́ je tahové

- tlaková
Nenulové hlavnı́ napětı́ je tlakové
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11 MEZNÍ STAVY MATERIÁLU

Omezı́me se na podmı́nku meznı́ho stavu pružnosti pro materiál ve
stavu tvárném a podmı́nku meznı́ho stavu křehké pevnosti pro ma-
teriál ve stavu křehkém.

11.1 Meznı́ stav pružnosti

Jde o takový meznı́ stav (MS), po jehož překročenı́ vznikajı́ v bodě
tělesa prvnı́ plastické deformace. Přı́slušná podmı́nka se v literatuře
nazývá také podmı́nka plasticity.

Při jejı́ formulaci vyjdeme ze základnı́ho poznatku teorie dislokacı́,
dle kterého k plastické deformaci docházı́, jestliže smykové napětı́ v
určité (vhodné) krystalografické skluzové rovině dosáhne kritické
hodnoty τkrit. Přeneseme-li tuto myšlenku do prostředı́ mechaniky
kontinua, lze tvrdit, že o vzniku plastických deformacı́ rozhoduje smy-
kové napětı́ v jisté charakteristické rovině.

11.1.1 Podmı́nka plasticity maximálnı́ho smykového napětı́ τmax

V tomto přı́padě je onou charakteristickou rovinou rovina maximál-
nı́ho smykového napětı́ τmax. Jde přitom o prvotnı́ podmı́nku plasti-
city při monotonnı́m zatěžovánı́ z nezatı́ženého stavu. Přı́slušnou pod-
mı́nku lze slovně vyjádřit následovně:

Meznı́ho stavu pružnosti je dosaženo, jestliže maximálnı́ smykové
napětı́ τmax dosáhne meznı́ hodnoty τMK , která je materiálovou
charakteristikou. Nezávisı́ tedy na stavu napjatosti a lze ji proto
stanovit na základě tahové zkoušky.
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Vyjádřeno matematicky s následnou aplikacı́ známého vztahu (10.36)
pro maximálnı́ smykové napětı́ τmax = σ1−σ3

2

τmax = τMK =
σ1 − σ3

2
(11.1)

Tento vztah nynı́ v souladu s předchozı́m postulátem aplikujeme na
zkoušku tahem

σ1 = σK σ2 = σ3 = 0 (11.2)

Po dosazenı́ (11.2) do (11.1) obdržı́me relaci pro meznı́ napětı́ τMK

τMK =
σK
2

(11.3)

které dosadı́me do (11.1), čı́mž zı́skáme po jednoduché algebraické
úpravě finálnı́ podmı́nku plasticity τmax v bodě tělesa. Přitom před-
pokládáme platnost relace σ1 ≥ σ2 ≥ σ3

σ1 − σ3 = σK (11.4)

V literatuře je tato podmı́nka někdy označována jako Trescova pod-
mı́nka plasticity dle původnı́ho autora. Jejı́m zajı́mavým rysem je
skutečnost, že nezávisı́ na velikosti střednı́ho hlavnı́ho napětı́ σ2.
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Předchozı́ podmı́nku je možné graficky vyjádřit v Haighově prostoru
hlavnı́ch napětı́ σ1, σ2 a σ3. Při grafickém znázorněnı́ nenı́ splněna
podmı́nka σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. V závislosti na poloze přı́slušného bodu v
Haighově prostoru je možné formulovat šest následujı́cı́ch podmı́nek

σ1 − σ2 5 σK σ2 − σ1 5 σK

σ2 − σ3 5 σK σ3 − σ2 5 σK (11.5)

σ3 − σ1 5 σK σ1 − σ3 5 σK

z nichž každá představuje rovinu a spolu vytvářejı́ povrch šestibokého
hranolu s osou v symetrále prostoru σ1 = σ2 = σ3, viz obrázek

Pro rovinnou napjatost (σ3 = 0) obdržı́me meznı́ křivku ve tvaru šes-
tiúhelnı́ka, který vznikne jako průsečnice meznı́ plochy (hranolu) se
souřadnicovou plochou σ1, σ2.
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Podmı́nku plasticity τmax lze rovněž graficky vyjádřit v Mohrově
rovině σρ, τρ formou meznı́ přı́mky ve vzdálenosti σK

2 , jak plyne z
rovnice (11.4) vydělené dvěma

σ1 − σ3

2
=
σK
2

(11.6)

Maximálnı́ Mohrovy kružnice se při dosaženı́ MS pružnosti této meznı́
přı́mky dotýkajı́.

V přı́padě prutové napjatosti má s ohledem na vztah (10.49) pro hlavnı́

napětı́ σ1,3 = σ
2 ±

√(
σ
2

)2
+ τ 2 podmı́nka plasticity τmax následujı́cı́

tvar

σ1 − σ3 = 2 ·
√(σ

2

)2

+ τ 2 =
√
σ2 + 4τ 2 = σK (11.7)

U smykové napjatosti vypadá podmı́nka plasticity následovně

τ = τK (11.8)

kde veličina τK se nazývá mez kluzu ve smyku.

S ohledem na relaci (10.50) pro hlavnı́ napětı́ - σ1,3 = ±τ dostáváme
následujı́cı́ relaci pro mez kluzu ve smyku dle podmı́nky plasticity
τmax

σ1 − σ3 = τ − (−τ ) = 2τ = 2τK = σK ⇒ τK =
σK
2

(11.9)
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11.1.2 Podmı́nka plasticity oktaedrického smykového
napětı́ τokt

V tomto přı́padě je onou charakteristickou rovinou rovina oktaedrická
se smykovým napětı́ τo. Jde opět o prvotnı́ podmı́nku plasticity při mo-
notonnı́m zatěžovánı́ z nezatı́ženého stavu. Přı́slušnou podmı́nku lze
slovně vyjádřit následovně:

Meznı́ho stavu pružnosti je dosaženo, jestliže oktaedrické smy-
kové napětı́ τo dosáhne meznı́ hodnoty τOK , která je materiálovou
charakteristikou. Nezávisı́ tedy na stavu napjatosti a lze ji proto
stanovit na základě tahové zkoušky.

Vyjádřeno matematicky s následnou aplikacı́ vztahu (10.30) pro okta-
edrické smykové napětı́ τo = 1

3·
√

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

τo =
1

3
·
√

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 = τOK (11.10)

Tento vztah nynı́ v souladu s předchozı́m postulátem aplikujeme na
zkoušku tahem

σ1 = σK σ2 = σ3 = 0 (11.11)

Po dosazenı́ (11.11) do (11.10) obdržı́me relaci pro meznı́ napětı́ τOK
√

2

3
σK = τOK (11.12)

které dosadı́me do (11.10), čı́mž zı́skáme po jednoduché algebraické
úpravě finálnı́ podmı́nku plasticity τokt v bodě tělesa.

√
2

2
·
√

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 = σK (11.13)
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V literatuře je tato podmı́nka někdy označována podle autorů jako
podmı́nka HMH (Hencky, Mises, Huber), přı́padně jako podmı́nka
Misesova.

Předchozı́ podmı́nku (11.13) je možné opět graficky vyjádřit v Hai-
ghově prostoru hlavnı́ch napětı́ σ1, σ2 a σ3. Vztah (11.13) po umoc-
něnı́ představuje rovnici válcové plochy s osou v symetrále Haighova
prostoru σ1 = σ2 = σ3, viz obrázek

Válcová meznı́ plocha plasticity dle podmı́nky τokt je opsána meznı́
ploše ve tvaru šestibokého hranolu, přı́slušejı́cı́ předchozı́ podmı́nce
plasticity τmax.

Pro rovinou napjatost (σ3 = 0) obdržı́me meznı́ křivku ve tvaru elipsy,
která vznikne jako průsečnice meznı́ plochy (válce) se souřadnicovou
plochou σ1, σ2. Tato křivka je opět opsána meznı́ křivce ve tvaru
šestiúhelnı́ka, přı́slušejı́cı́ podmı́nce plasticity τmax.
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Za účelem grafického vyjádřenı́ podmı́nky plasticity τokt v Mohrově
rovině zavádı́me tzv. Lodeho parametrµσ, vyjadřujı́cı́ velikost střed-
nı́ho hlavnı́ho napětı́ σ2 následovně

σ2 =
σ1 + σ3

2
+ µσ

σ1 − σ3

2
(11.14)

Vyjádřı́me-li σ2 v podmı́nce (11.13) pomocı́ Lodeho parametru dle
(11.14), dospějeme po algebraické úpravě k formálně jednoduššı́mu
tvaru podmı́nky plasticity τokt

σ1 − σ3 =
2σK√
3 + µ2

σ

(11.15)

pomocı́ kterého, po vydělenı́ dvěma můžeme parametrickou formou
graficky znázornit podmı́nku plasticity τokt v Mohrově rovině

σ1 − σ3

2
=

σK√
3 + µ2

σ

(11.16)

Z porovnánı́ vztahů (11.4) a (11.15) vyplývá, že největšı́ rozdı́l mezi
podmı́nkami plasticity τokt a τmax je v přı́paděµσ = 0

(
σ2 = σ1+σ3

2

)
, kdy

na pravé straně rovnice (11.15) vystupuje 1, 155 σK , což představuje
rozdı́l mezi oběma podmı́nkami 15,5%. V přı́padě |µσ| = 1 jsou obě
podmı́nky plasticity shodné.
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V přı́padě prutové napjatosti s ohledem na vztah (10.49) pro hlavnı́
napětı́

σ1,3 =
σ

2
±
√(σ

2

)2

+ τ 2

a s uváženı́m σ2 = 0 po dosazenı́ do (11.13) má podmı́nka plasticity
τokt následujı́cı́ tvar

√
σ2 + 3τ 2 = σK (11.17)

U smykové napjatosti vypadá podmı́nka plasticity následovně

τ = τK (11.18)

kde veličina τK se nazývá mez kluzu ve smyku.

Po dosazenı́ (11.18) do (11.17), s uváženı́m σ = 0 dostáváme po
jednoduché formálnı́ úpravě následujı́cı́ relaci pro mez kluzu ve smyku
τK dle podmı́nky plasticity τokt

τK =
σK√

3
(11.19)
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11.2 Meznı́ stav křehké pevnosti

Jde o takový meznı́ stav (MS), po jehož dosaženı́ je celistvost tělesa
porušena křehkým lomem.

Při matematické formulaci podmı́nky MS křehké pevnosti vyjdeme z
poznatků lomové mechaniky. Křehký lom vzniká iniciacı́ a rychlým
šı́řenı́m trhliny, vytvářejı́cı́ lomovou plochu. O vzniku a šı́řenı́ trhliny
rozhoduje normálové napětı́ napětı́ σρ a smykové napětı́ τρ v cha-
rakteristické rovině ρ před čelem trhliny. Zatı́mco normálové napětı́
σρ vede k otevı́ránı́ trhliny, smykové napětı́ τρ přispı́vá ke vzniku plas-
tické zóny před čelem trhliny. V rámci mechaniky kontinua je možné
podmı́nku MS křehké pevnosti postulovat následovně:

O vzniku meznı́ho stavu křehké pevnosti rozhoduje normálové na-
pětı́ σρ a smykové napětı́ τρ v charakteristické rovině ρ.

Podmı́nku takového MS stavu je potom možné matematicky vyjádřit
následovně

Aσρ + Bτρ + C = 0 (11.20)

Zde vystupujı́cı́ veličiny A, B a C jsou materiálovými charakteristi-
kami.

Dále se zaměřı́me na podmı́nku MS křehké pevnosti MOS, která
je kombinacı́ podmı́nky maximálnı́ho hlavnı́ho napětı́ a Mohrovy
podmı́nky.
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Podmı́nka MS křehké pevnosti maximálnı́ho hlavnı́ho napětı́:

V tomto přı́padě je charakteristickou rovinou ρ rovina maximálnı́ho
hlavnı́ho napětı́ σ1. Složky napětı́ σρ a τρ v hlavnı́ v této rovině jsou
rovny

σρ = σ1 τρ = 0 (11.21)

což dosadı́me do obecného vztahu (11.20) a dostáváme

Aσ1 + C = 0 ⇒ σ1 = −C
A

(11.22)

Konstanty v tomto vztahu stanovı́me z podmı́nky při tahové zkoušce

σ1 = σRt σ2 = σ3 = 0 → (11.22) ⇒ −C
A

= σRt (11.23)

a po dosazenı́ do (11.22) obdržı́me podmı́nku MS křehké pevnosti
maximálnı́ho hlavnı́ho napětı́ ve finálnı́m tvaru

σ1 = σRt (11.24)
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Mohrova podmı́nka MS křehké pevnosti

Charakteristickou rovinou ρ je v tomto přı́padě rovina maximálnı́ho
smykového napětı́ ρτmax se složkami napětı́ σρ a τρ dle (10.37) a (10.36)

σρ =
σ1 + σ3

2
τρ =

σ1 − σ3

2
(11.25)

Po dosazenı́ do rovnice (11.20) a formálnı́ algebraické úpravě dostá-
váme

A
σ1 + σ3

2
+ B

σ1 − σ3

2
+ C = 0

/
· 1
A

σ1 + σ3

2
+
B

A

σ1 − σ3

2
+
C

A
= 0 (11.26)

Dvě neznámé konstanty B
A a C

A stanovı́me aplikacı́ předchozı́ rovnice
na přı́pad tahové a tlakové zkoušky.

Tahová zkouška: σ1 = σRt σ2 = σ3 = 0 → (11.26) →

σRt
2

+
B

A

σRt
2

+
C

A
= 0 (11.27)

Tlaková zkouška: σ1 = σ2 = 0 σ3 = −σRd → (11.26) →

−σRd
2

+
B

A

σRd
2

+
C

A
= 0 (11.28)
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Z rovnic (11.27) a (11.28) vypočteme dvě neznámé materiálové kon-
stanty B

A a C
A , které dosadı́me do rovnice (11.26). Po formálnı́ al-

gebraické úpravě obdržı́me konečný tvar Mohrovy podmı́nky MS
křehké pevnosti

σ1 − κσ3 = σRt (11.29)

kde materiálový parametr κκκ je definován jako podı́l mezı́ pevnosti v
tahu a tlaku následovně

κ =
σRt
σRd

(11.30)

Kombinovaná podmı́nka meznı́ho stavu křehké pevnosti MOS má
potom tvar

max{σ1 − κσ3, σ1} = σRt (11.31)

Při grafickém znázorněnı́ podmı́nky MS křehké pevnosti MOS v Hai-
ghově prostoru uplatnı́me zvlášt’ Mohrovu podmı́nku a zvlášt’ pod-
mı́nku maximálnı́ch hlavnı́ch napětı́ s tı́m, že při grafickém znázorněnı́
nenı́ automaticky splněna relace σ1 ≥ σ2 ≥ σ3, vždy záležı́ na poloze
adekvátnı́ho bodu v Haighově prostoru.
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Pro Mohrovu podmı́nku pak dostáváme v souladu s (11.29) následujı́-
cı́ch šest relacı́

σ1 − κσ2 5 σRt σ2 − κσ1 5 σRt

σ2 − κσ3 5 σRt σ3 − κσ2 5 σRt (11.32)

σ3 − κσ1 5 σRt σ1 − κσ3 5 σRt

z nichž každá představuje v Haighově prostoru rovinu, které společně
vytvářejı́ povrch šestibokého jehlanu s osou na symetrále prostoru
σ1 = σ2 = σ3.

Podmı́nka maximálnı́ch hlavnı́ch napětı́ pak vede ke třem vztahům

σ1 5 σRt σ2 5 σRt σ3 5 σRt (11.33)

z nichž každý představuje rovnici roviny a ty spolu tvořı́ trojboký jehlan
s osou na symetrále prostoru σ1 = σ2 = σ3.

Výsledná meznı́ plocha MS křehké pevnosti MOS je potom dána prů-
nikem meznı́ch ploch Mohrovy podmı́nky a podmı́nky maximálnı́ch
hlavnı́ch napětı́, viz obrázek
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Grafické znázorněnı́ podmı́nky MS křehké pevnosti MOS sestává z
tečny k Mohrovým kružnicı́m, odpovı́dajı́cı́m křehkým pevnostem v
tahu a tlaku, stanoveným tahovou resp. tlakovou zkouškou (Mohrova
podmı́nka) a z přı́mky kolmé k oseσρ (podmı́nka maximálnı́ch hlavnı́ch
napětı́) - odvozenı́ viz skripta PPII.
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12 PODMÍNKY BEZPEČNOSTI, PROSTÁ BEZPEČNOST, RE-
DUKOVANÉ NAPĚTÍ

Necht’ je napjatost v obecném bodě A tělesa při provoznı́m stavu P
určena hlavnı́mi napětı́mi σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. Našı́m cı́lem je stanovit bez-
pečnost vůči aktuálnı́mu meznı́mu stavu (MS pružnosti resp. meznı́
stav křehké pevnosti). Problém je možné řešit na základě geometric-
kých představ v Haighově prostoru (viz obr.) a to pomocı́ vzdálenosti
přı́slušného bodu P od meznı́ plochy. Odvozenı́ provedeme pro pod-
mı́nku meznı́ho stavu pružnosti oktaedrického smykového napětı́ τokt,
graficky znázorněnou plochou plasticity ve tvaru válce, viz obrázek

Pro exaktnı́ řešenı́ potřebujeme znát průběhy hlavnı́ch napětı́ v závis-
losti na zatěžovánı́ - σ1(Z), σ2(Z) a σ3(Z), což představuje v Haighově
prostoru tzv. obecnou zatěžovacı́ dráhu. Jejı́ průsečı́k M1 s plochou
plasticity určuje hlavnı́ napětı́ σ1M , σ2M a σ3M , odpovı́dajı́cı́ meznı́mu
stavu pružnosti. V přı́padě, že zatěžovacı́ dráhu neznáme, můžeme
předpokládat tzv. prosté zatěžovánı́ s přı́mkovou dráhou, vedoucı́ k
průsečı́kuM2, přı́padně nejkratšı́ přı́mkovou přetěžovacı́ dráhu kol-
mou k meznı́ ploše (M3). Podle toho jakou zatěžovacı́ dráhu zvolı́me,
dostaneme bezpečnost obecnou, prostou či minimálnı́.
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Bezpečnost (koeficient bezpečnosti) v provoznı́m stavu P lze vyjádřit
takto

kK =
OMi
_

OP
_ =

OP
_

+ PMi
_

OP
_

.
= 1 +

PMi

OP
=

= 1 +

√
(σ1M − σ1)2 + (σ2M − σ2)2 + (σ3M − σ3)2√

σ2
1 + σ2

2 + σ2
3

(12.1)

V běžných pružnostně-pevnostnı́ch výpočtech určujeme prostou bez-
pečnost pro přı́mkovou zatěžovacı́ dráhu, kde hlavnı́ napětı́ rostou
proporciálně. Pro bezpečnost potom platı́

kK =
σ1M

σ1
=
σ2M

σ2
=
σ3M

σ3
(12.2)

Po dosazenı́ (12.2) do podmı́nky plasticity oktaedrického smykového
napětı́ τokt (11.13) obdržı́me

√
2

2

√
(σ1M − σ2M)2 + (σ2M − σ3M)2 + (σ3M − σ1M)2 = σK

kK

√
2

2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 = σK

kK =
σK√

2
2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2

=
σK
σred

(12.3)

kde veličina σred je redukované napětı́, definované následovně

σred =

√
2

2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 (12.4)
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V přı́padě aplikace podmı́nky plasticity maximálnı́ho smykového na-
pětı́ τmax dostáváme v souladu se (11.4) pro redukované napětı́ σred
následujı́cı́ vztah

σred = σ1 − σ3 (12.5)

Z relacı́ (12.4) a (12.5) je zřejmé, že redukovaná napětı́ jsou dána for-
málně stejnými vztahy jako jsou přı́slušné podmı́nky plasticity, pouze
mı́sto hlavnı́ch napětı́ σ1M , σ2M a σ3M v meznı́m stavu M tu figurujı́
napětı́ σ1, σ2 a σ3 ve stavu provoznı́m P.

V souladu se vztahem (12.3) je možné vyslovit následujı́cı́ definici
redukovaného napětı́ σred:

Redukované napětı́ σred je hodnota napětı́ fiktivnı́ tahové napja-
tosti, přiřazené napjatosti prostorové tak, že prostá bezpečnost je
vzhledem k mezi kluzu σk stejná pro prostorovou i pro fiktivnı́
tahovou napjatost.

Tuto skutečnost je možné graficky znázornit následovně

Pozor, tuto náhradu je možné uplatnit pouze pro stanovenı́ prosté
bezpečnosti, nikoliv pro jiné výpočty, např. deformace tělesa.
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U prutové napjatosti je redukované napětı́ dle podmı́nky plasticity τokt
dáno v souladu s (11.17) následovně

σred =
√
σ2 + 3τ 2 (12.6)

a při aplikaci podmı́nky plasticity τmax dle (11.7) platı́

σred =
√
σ2 + 4τ 2 (12.7)

Stejným postupem stanovı́me redukované napětı́ dle podmı́nky křehké
pevnosti MOS

σred = max{(σ1 − κσ3);σ1} (12.8)

a pro prostou bezpečnost kR vůči MS křehké pevnosti dostáváme

kR =
σRt
σred

(12.9)
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13 KOMBINOVANÁ NAMÁHÁNÍ

13.1 Kombinované namáhánı́ na tah a ohyb

Výslednými vnitřnı́mi silovými účinky jsou normálová sı́la N a ohy-
bový moment Mo. V našem přı́padě se omezı́me na prostý základnı́
ohyb kolem osy y. Vektor VVU má potom následujı́cı́ tvar

V V U = {N, 0,My, 0} (13.1)

Podmı́nky v přı́čném řezu v mı́stě x vypadajı́ následovně

Vzhledem k platnosti principu superposice v oblasti lineárnı́ pružnosti
je výsledné normálové napětı́ σ(y, z) dáno součtem napětı́ od ohybu a
od tahu

σ(y, z) = σt(y, z) + σo(y, z) =
N

S
+
My

Jy
z (13.2)
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Z průběhů obou napětı́ po průřezu uvedených na předchozı́m obrázku
je zřejmé, že nebezpečné mı́sto je na spodnı́m okraji průřezu, kde jsou
maximálnı́ ohybové napětı́ σo a tahové napětı́ σt se stejným znaménkem

σmax(x) =
N

S
+
My

Wy
(13.3)

Ve sledovaném přı́padě jde o jednoosou napjatost a bezpečnost v řezu
je dána vztahem

kK(x) =
σK

σmax(x)
(13.4)

a pro bezpečnost celého prutu platı́

kK = min{kK(x)} = kD (13.5)
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13.2 Kombinované namáhánı́ na ohyb a smyk

Výslednými vnitřnı́mi silovými účinky v řezu v mı́stě x jsou posouva-
jı́cı́ sı́la T a ohybový momentMo. V našem přı́padě se opět omezı́me na
prostý základnı́ ohyb kolem osy y. Vektor VVU má potom následujı́cı́
tvar

V V U = {0, T,My, 0} (13.6)

Podmı́nky v přı́čném řezu v mı́stě x vypadajı́ následovně

Ohybový moment My způsobı́ ohybové napětı́ σ(z) a posouvajı́cı́ sı́la
T vede ke vzniku smykových napětı́ τ (z), jejichž průběhy jsou podle
(7.13) a (7.36) vyjádřeny následovně

σ(z) =
My

Jy
z (13.7) τ (z) =

TUψ1
y (z)

b(z)Jy
(13.8)

a jsou graficky znázorněny na obrázku.
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Ve sledovaném přı́padě jde o prutovou rovinnou napjatost. Pokud vy-
jdeme z podmı́nky plasticity τmax použijeme dle (12.7) pro redukované
napětı́ σred následujı́cı́ vztah

σred =
√
σ2 + 4τ 2 (13.9)

Průběhy složek napětı́ σ(z) a τ (z) navozujı́, že nebezpečnými mı́sty
mohou být bod A s maximálnı́m ohybovým napětı́m, bod B s maximál-
nı́m smykovým napětı́m nebo bod C na přechodu stojiny do pásnice,
kde jsou obě napětı́ vysoká. V těchto bodech vypočteme velikost σred
a jejich porovnánı́m určı́me maximálnı́ redukované napětı́ σred,max v
řezu x.

σred,A = σA

σred,B = 2τB (13.10)

σred,C =
√
σ2
C + 4τ 2

C

σred,max = max{σred,i} (13.11)

Prostá bezpečnost v řezu x vůči mezi kluzu je potom rovna

kK(x) =
σK

σred,max
(13.12)

A pro bezpečnost celého prutu dostáváme

kK = min{kK(x)} = kD (13.13)
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13.3 Kombinované namáhánı́ na ohyb a krut

Výslednými vnitřnı́mi silovými účinky v řezu v mı́stě x jsou ohybový
momentMo a kroutı́cı́ momentMk. Vektor VVU má potom následujı́cı́
tvar

V V U = {0, 0,Mo,Mk} (13.14)

Podmı́nky v přı́čném řezu v mı́stěx u prutu kruhového průřezu vypadajı́
následovně

Ohybový moment Mo způsobı́ ohybové napětı́ σ(z) a kroutı́cı́ moment
Mk vede ke vzniku smykových napětı́ τ (r), jejichž průběhy jsou podle
(7.13) a (8.8)

σ(z) =
Mo

Jo
z (13.15) τ (r) =

Mk

Jp
r (13.16)

Nebezpečnými mı́sty průřezu jsou bodu A resp. B na obrysu průřezu,
kde jsou hodnoty obou napětı́ maximálnı́, viz obrázek. Jejich hodnoty
jsou následujı́cı́

σ(A) = σ(z = R) =
Mo(x)

Wo
(13.17)
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τ (A) = τ (r = R) =
Mk(x)

Wk
(13.18)

V daném přı́padě jde o prutovou rovinnou napjatost. Pokud vyjdeme z
podmı́nky plasticity τmax použijeme dle (12.7) pro redukované napětı́
σred následujı́cı́ vztah

σred(x) =
√
σ2
A + 4τ 2

A =

√
M 2

o (x)

W 2
o

+ 4 ·
M 2

k (x)

W 2
k

=
Mred(x)

Wo
(13.19)

Při formálnı́ úpravě předchozı́ho vztahu byla použita relace mezi mo-
duly kruhového průřezu, dle které platı́ Wk = 2Wo.

Předchozı́ rovnicı́ byl zaveden tzv. redukovaný moment Mred, jehož
hodnota je při použitı́ podmı́nky plasticity τmax

Mred =
√
M 2

o + M 2
k (13.20)

a při aplikaci podmı́nky plasticity τokt dostáváme

Mred =
√
M 2

o + 0, 75M 2
k (13.21)

Prostá bezpečnost vůči mezi kluzu v řezu x je rovna

kK(x) =
σK

σred(x)
(13.22)

A bezpečnost celého prutu potom vypadá následovně

kK = min{kK(x)} = kD (13.23)
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U prizmatických prutů můžeme postupovat efektivněji. Nebezpečným
řezem je tu mı́sto maximálnı́ho redukovaného momentuMred,max, který
vede k maximálnı́mu redukovanému napětı́ σred,max

σred,max =
Mred,max

Wo
(13.24)

Bezpečnost prutu je potom rovna

kK =
σK

σred,max
= kD (13.25)
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Demonstračnı́ přı́klad:

Navrhněte průměr prutu zatı́ženého a uloženého dle obrázku

F = 103 N, a = 1 m, E = 2, 1 · 105 MPa, µ = 0, 3, σK = 400 MPa,
bezpečnost kD = 2, d = ?

Statický rozbor pro úplně uvolněné těleso:

µ = 7 ν = 6 s = µ− ν = 7− 6 = 1

Úloha je jedenkrát staticky neurčitá.

Podmı́nky statické rovnováhy pro úplně uvolněný prut∑
Fx : FAx = 0∑
Fy : FAy = 0∑
Fz : FAz + FB − F = 0

251



∑
Mx : MAx + FBa = 0∑
My : MAy + FB2a− F2a = 0∑
Mz : MAz = 0

Částečně uvolněný prut

Deformačnı́ podmı́nka pro uvolněnou vazbu

wB =
∂W

∂FB
=

∂

∂FB

∫
γ

M 2
o (s)ds
2EJo

+

∫
γ

M 2
k (s)ds
2GJo

 =

=

∫
γ

Mo(s)

EJo

∂Mo

∂FB
ds +

∫
γ

Mk(s)

GJp

∂Mk

∂FB
ds = 0
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Průběh ohybových momentůMo(s) a kroutı́cı́ch momentůMk(s) podél
střednice prutu

∑
Mx : FB y −Mo(y) = 0

Mo(y) = FB y∑
My : Mk(y) = 0

∑
Mx : Mk(x) + FB a = 0

Mk(x) = −FB a∑
My : Mo(x)− FB x + Fx = 0

Mo(x) = FB x− F x

Řešenı́ deformačnı́ podmı́nky pomocı́ Castiglianovy věty

1

EJo

 a∫
0

FB y y dy +

2a∫
0

(FB x− Fx) x dx +

2(1 + µ)

E 2Jo

2a∫
0

(−FB a)(−a) dx

 = 0

/
EJo
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FB a
3

3
+

8FB a
3

3
− 8F a3

3
+ (1 + µ)2FB a

3 = 0

/
1

a3

FB =
8F

3(5 + 2µ)
=

8 · 103

3(5 + 2 · 0, 3)
= 0, 476 F = 476 N

Pozn. Při řešenı́ bylo použito známého vztahu pro modul pružnosti ve
smyku G = E

2(1+µ) a vazby mezi polárnı́m a osovým kvadratickým
momentem u kruhového průřezu Jp = 2Jo.

Průběhy ohybových momentů Mo(s) a kroutı́cı́ch momentů Mk(s) po-
dél střednice prutu vyplývajı́ z dřı́ve uvedených vztahů, do kterých
dosadı́me vypočtené FB
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Pevnostnı́ návrh:

Z průběhů Mo(s) a Mk(s) je zřejmé, že nebezpečným mı́stem je bod A
ve vetknutı́. Maximálnı́ redukovaný moment Mmax,red dle podmı́nky
plasticity τmax je roven

Mmax,red =
√
M 2

oA + M 2
kA =

√
10482 + 4762 = 1151 Nm

Neznámý průměr d se potom stanovı́ pomocı́ podmı́nky bezpečnosti a
vztahu (19) pro redukované napětı́

σred,max =
σK
kK

=
Mred,max

Wo
=

16Mred,max

πd3
⇒

d = 3

√
16Mred,maxkK

πσK
=

3

√
16 · 1151 · 103 · 2

π · 400
=

.
= 30, 8 mm .

= 31 mm
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Přı́loha A: PRŮŘEZOVÉ CHARAKTERISTIKY

Ve vztazı́ch pro výpočet napětı́ a přetvořenı́ u prutů dle teoriı́ prosté
pružnosti vystupujı́ veličiny, které průřez při daném způsobu namá-
hánı́ charakterizujı́. Nazývajı́ se průřezové charakteristiky a budeme
se jimi nynı́ zabývat souhrnně.

Přı́čný průřez ψ je určen rovnicı́ obrysové křivky δ u jednonásobně
souvislé oblasti (viz přı́pady a) a b)) resp. rovnicemi obrysových kři-
vek δi u přı́padu vı́cenásobně souvislé oblasti v lokálnı́m souřadném
systému, přı́pad c).

Potřebné vztahy odvodı́me pro přı́čný průřez představujı́cı́ jednoná-
sobně souvislou oblast, viz obrázek
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1 DEFINICE PRŮŘEZOVÝCH
CHARAKTERISTIK

Plocha přı́čného průřezu S je určena vztahem

S =

∫
ψ

dS =

∫
ψ

dy dx [mm2] (1)

Plocha S je veličinou s kladnou čı́selnou hodnotou, která nezávisı́ na
zvoleném souřadnicovém systému.

Lineárnı́ momenty průřezu Uy a Uz k osám y a z jsou definovány
následovně

Uy =

∫
ψ

z dS Uz =

∫
ψ

y dS [m3] (2)

Lineárnı́ momenty průřezu Uy a Uz jsou veličinami s kladnou nebo
zápornou čı́selnou hodnotou, která závisı́ na poloze souřadnicového
systému.

Pomocı́ lineárnı́ch momentů se určujı́ souřadnice těžiště průřezu

yT =
Uz
S

=

∫
ψ

y dS

S
zT =

Uy
S

=

∫
ψ

z dS

S
(3)
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Kvadratické momenty průřezu

a) Osové kvadratické momenty Jy a Jz k osám y a z

Jy =

∫
ψ

z2 dS Jz =

∫
ψ

y2 dS [m4] (4)

Jde o veličiny s kladnou čı́selnou hodnotou.

b) Deviačnı́ kvadratický moment Jyz k osám y a z

Jyz =

∫
ψ

yz dS [m4] (5)

Jeho hodnota může být kladná, záporná nebo nulová, tedy jakékoliv
reálné čı́slo.

c) Polárnı́ kvadratický moment Jp k pólu P

Jp =

∫
ψ

r2 dS [m4] (6)

K osovým kvadratickým momentům se vážı́ tzv. poloměry osových
kvadratických momentů iy a iz, definované následovně

iy =

√
Jy
S

iz =

√
Jz
S

[m] (7)
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2 ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI KVADRATICKÝCH
MOMENTŮ

Při jejich odvozenı́ se vycházı́ z vlastnostı́ dvojných integrálů v defi-
ničnı́ch vztazı́ch

Kvadratické momenty celého průřezuψ k daným osám (pólu) jsou
rovny součtu kvadratických momentů částı́ průřezu (podprůřezů)
ψi ke stejným osám (pólu) - viz definičnı́ obrázek.

ψ = ψ1 ∪ ψ2 ∪ . . . ∪ ψi ∪ . . . ∪ ψn =
⋃
i

ψi S =
∑
i

Si

Jy =

∫
ψ

z2 dS =

∫
⋃
i
ψi

z2 dS =
∑
i

∫
ψi

z2 dS =

n∑
1

J iy (8)

Osové kvadratické momenty dvou symetrických průřezů k ose
symetrie a k ose k nı́ kolmé jsou stejné. Deviačnı́ momenty k těmto
osám jsou rovněž stejně velké, ale majı́ opačná znaménka.

Ke každému elementu dψ1 lze přiřadit symetrický element dψ2 tak, že
platı́:

z1 = z2 y1 = −y2 ⇒ z2
1 = z2

2 , y
2
1 = y2

2 ; y1z1 = −y2z2

Jz =

∫
ψ1

y2
1 dS =

∫
ψ2

y2
2 dS = Jz Jy =

∫
ψ1

z2
1 dS =

∫
ψ2

z2
2 dS = Jy

1 2 1 2
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Jyz =

∫
ψ1

y1z1 dS = −
∫
ψ2

y2z2 dS = −Jyz1 2

Sestává-li průřez ψ ze dvou symetrických částı́ ψ1 a ψ2 (ψ = ψ1 ∪ψ2),
potom dle předchozı́ch relacı́ platı́

Jz = Jz + Jz = 2 · Jz = 2 · Jz1 2 1 2

Jy = Jy + Jy = 2 · Jy = 2 · Jy1 2 1 2

Jyz = Jyz + Jyz = 01 2

Předchozı́ vztahy je možné vyjádřit formou následujı́cı́ch dvou vět

Osové kvadratické momenty symetrického průřezu k ose symetrie
a k ose k nı́ kolmé jsou rovny dvojnásobku hodnot symetrických
částı́ ke stejným osám.

Deviačnı́ moment symetrického průřezu k souřadnicovým osám, z
nichž alespoň jedna je osou symetrie, je nulový.

Polárnı́ kvadratický moment k počátku pravoúhlého souřadnico-
vého systému je roven součtu osových momentů k osám, které
počátkem procházejı́.

Důkaz této poslednı́ věty vyplývá z úvodnı́ho definičnı́ho obrázku

Jp =

∫
ψ

r2 dS =

∫
ψ

(y2 + z2) dS = Jz + Jy (9)

260



3 KVADRATICKÉ MOMENTY PRŮŘEZU
K POSUNUTÝM OSÁM

Předpokládáme, že známe kvadratické momenty k osám y a z a chceme
stanovit kvadratické momenty tohoto průřezu k posunutým osám y′ a
z′, viz obrázek.

Transformace souřadnic vypadá následovně

y′ = y − a z′ = z − b

Při stanovenı́ kvadratických momentů Jy′ a Jz′ vycházı́me z definic

Jy′ =

∫
ψ

z′2 dS =

∫
ψ

(z − b)2 dS =

∫
ψ

z2 dS − 2b

∫
ψ

z dS + b2

∫
ψ

dS

Jy′ = Jy − 2bUy + b2S (10)

Jz′ =

∫
ψ

y′2 dS =

∫
ψ

(y − a)2 dS =

∫
ψ

y2 dS − 2a

∫
ψ

y dS + a2

∫
ψ

dS

Jz′ = Jz − 2aUz + a2S (11)
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Pro polárnı́ kvadratický moment Jp′ platı́

Jp′ = Jy′ + Jz′ = Jy + Jz − 2bUy − 2aUz + (a2 + b2)S (12)

Deviačnı́ moment Jy′z′ je dle definice roven

Jy′z′ =

∫
ψ

y′z′ dS =

∫
ψ

(y − a)(z − b) dS =

=

∫
ψ

yz dS − a
∫
ψ

z dS − b
∫
ψ

y dS + ab

∫
ψ

dS

Jy′z′ = Jyz − aUy − bUz + abS (13)

Jsou-li osy y a z centrálnı́mi osami, tedy procházejı́-li těžištěm průřezu,
potom platı́ Uy = Uz = 0. Předchozı́ vztahy se potom zjednodušı́ a ob-
držı́me relace v literatuře označované jako Steinerovy věty

Jy′ = Jy + b2S Jz′ = Jz + a2S

Jp′ = Jp + (a2 + b2)S Jy′z′ = Jyz + abS (15)

Na základě analýzy předchozı́ch vztahů je možné vyslovit následujı́cı́
větu:

Osový kvadratický moment je nejmenšı́ k té z množiny rovnoběž-
ných os, která procházı́ těžištěm.
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Pro lineárnı́ kvadratické momenty průřezu dostáváme v posunutém
souřadnicovém systému v souladu s definicemi následujı́cı́ relace

Uy′ =

∫
ψ

z′ dS =

∫
ψ

(z − b) dS =

∫
ψ

z dS − b
∫
ψ

dS

Uy′ = Uy − bS (14)

Uz′ =

∫
ψ

y′ dS =

∫
ψ

(y − a) dS =

∫
ψ

y dS − a
∫
ψ

dS

Uz′ = Uz − aS (15)

Jsou-li osy y′ a z′ centrálnı́mi osami (Uy = Uz = 0), potom platı́

Uy′ = −bS Uz′ = −aS (16)
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4 KVADRATICKÉ MOMENTY PRŮŘEZU
K NATOČENÝM OSÁM

Předpokládáme, že známe kvadratické momenty k souřadnicovým
osám y a z. Našı́m cı́lem je stanovit kvadratické momenty průřezu
k osám y′ a z′, natočeným v kladném smyslu o úhel ϕ, viz obrázek

Transformace souřadnic

y′ = y cosϕ + z sinϕ

z′ = z cosϕ− y sinϕ

Pro osové kvadratické momenty a deviačnı́ moment k natočeným osám
y′ a z′ dostáváme v souladu s přı́slušnými definicemi po matematické
úpravě následujı́cı́ relace

Jy′ =

∫
ψ

z′2 dS =

∫
ψ

(z cosϕ− y sinϕ)2 dS =
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= cos2 ϕ

∫
ψ

z2 dS − 2 sinϕ cosϕ

∫
ψ

zy dS + sin2 ϕ

∫
ψ

y2 dS

Jy′ = Jy cos2 ϕ− Jyz sin 2ϕ + Jz sin2 ϕ (17)

Jz′ =

∫
ψ

y′2 dS =

∫
ψ

(y cosϕ + z sinϕ)2 dS =

= cos2 ϕ

∫
ψ

y2 dS + 2 sinϕ cosϕ

∫
ψ

yz dS + sin2 ϕ

∫
ψ

z2 dS

Jz′ = Jy sin2 ϕ + Jyz sin 2ϕ + Jz cos2 ϕ (18)

Jy′z′ =

∫
ψ

y′z′ dS =

∫
ψ

(y cosϕ + z sinϕ)(z cosϕ− y sinϕ) dS =

= cos2 ϕ

∫
ψ

yz dS + sinϕ cosϕ

∫
ψ

z2 dS−

− sinϕ cosϕ

∫
ψ

y′2 dS − cos2 ϕ

∫
ψ

yz dS =

= Jyz cos2 ϕ + Jy sinϕ cosϕ− Jz cosϕ sinϕ− Jyz sin2 ϕ

Jy′z′ =
Jy − Jz

2
sin 2ϕ + Jyz cos 2ϕ (19)
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Kvadratické momenty Jy, Jz a Jyz majı́ všechny atributy souřadnic
tenzoru TJ

TJ =

∣∣∣∣ Jy Jyz
Jzy Jz

∣∣∣∣ (20)

jehož složky v novém, natočeném souřadnicovém systému jsou lineár-
nı́mi kombinacemi souřadnic v původnı́m souřadnicovém systému, viz
vztahy (17) - (19). Mezi tyto atributy patřı́ existence hlavnı́ho souřadni-
cového systému I a II (viz obr.), ke kterému je deviačnı́ moment JI II
roven nule. Přı́slušné souřadnicové osy I a II se nazývajı́ hlavnı́mi
osami KM a přı́slušné osové momenty JI a JII pak hlavnı́mi kvadra-
tickými momenty. Úhel ϕI , určujı́cı́ polohu hlavnı́ho souřadnicového
systému I , II se stanovı́ z definice

JI,II = 0 =
Jy − Jz

2
sin 2ϕI + Jyz cos 2ϕI

tan 2ϕI =
−2Jyz
Jy − Jz

ϕI =
1

2
arctan

(
−2Jyz
Jy − Jz

)
(21)

Dosazenı́m úhlu ϕI do vztahů (17) a (18) dostáváme přı́slušné hlavnı́
kvadratické momenty JI a JII , které jsou extrémnı́mi hodnotami mož-
ných osových KM Jy′.

Dále zavedeme nové označenı́. Většı́ z obou momentů JI a JII se na-
zývá maximálnı́ hlavnı́ osový KM průřezu a označuje se J1 a menšı́
se nazývá minimálnı́ hlavnı́ osový KM s označenı́m J2. Přı́slušné
hlavnı́ osy KM jsou 1 a 2.

Pokud hlavnı́ souřadnicový systém 1, 2 procházı́ navı́c těžištěm průřezu,
jde o hlavnı́ centrálnı́ souřadnicový systém KM. Souřadnicové osy 1
a 2 jsou hlavnı́mi centrálnı́mi souřadnicovými osami a odpovı́dajı́cı́
KM jsou hlavnı́mi centrálnı́mi KM.
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Poloha hlavnı́ch centrálnı́ch os 1 a 2, popsaná úhlem ϕI a velikosti
hlavnı́ch centrálnı́ch KM průřezu se určı́ pomocı́ vztahů (21), resp.
(17) a (18), kde Jy, Jz a Jyz jsou kvadratické momenty průřezu k libo-
volným osám y, z, procházejı́cı́m těžištěm průřezu.

Dalšı́m významným atributem kvadratických momentů k natočeným
osám je možnost jejich grafického znázorněnı́ v Mohrově rovině,
tvořené vodorovnou osou osových KM a svislou osou deviačnı́ch KM.
Za účelem přı́slušného odvozenı́ nejprve formálně upravı́me transfor-
mačnı́ vztahy (17) a (18) využitı́m známých goniometrických vztahů -
sin2 α = 1−cos 2α

2 , cos2 α = 1+cos 2α
2 . Po úpravě dostáváme

Jy′ =
Jy + Jz

2
+
Jy − Jz

2
cos 2ϕ− Jyz sin 2ϕ (22)

Jz′ =
Jy + Jz

2
+
Jy − Jz

2
cos 2ϕ + Jyz sin 2ϕ (23)

V rovnici (22) převedeme prvnı́ pravý člen na levou stranu, vzniklý
výraz umocnı́me a sečteme ho s umocněným vztahem (18) pro deviačnı́
KM (

Jy′ −
Jy + Jz

2

)2

+ J2
yz =

=

(
Jy − Jz

2
cos 2ϕ− Jyz sin 2ϕ

)2

+

(
Jy − Jz

2
sin 2ϕ + Jyz cos 2ϕ

)2
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Po úpravě pravé strany dostáváme finálnı́ relaci (26)(
Jy′ −

Jy + Jz
2

)2

+ J2
yz =

(
Jy − Jz

2

)2

+ J2
yz (24)

která v Mohrově rovině představuje rovnici kružnici kružnice se stře-
dem v mı́stě Jy−Jz

2 a s poloměrem r

r =

√(
Jy − Jz

2

)2

+ J2
yz (25)

Grafické znázorněnı́ odpovı́dá poměrům na předchozı́m obrázku

Z analýzy transformačnı́ch vztahů (19), (22) a (23) vyplývá, že úhlu na-
točenı́ ϕ mezi dvěma souřadnicovými systémy odpovı́dá dvojnásobný
úhel 2ϕ mezi odpovı́dajı́cı́mi body na Mohrově kružnici ve stejném
smyslu.
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Pomocı́ Mohrovy kružnice je možné snadno vypočı́tat velikost maxi-
málnı́ho a minimálnı́ho KM průřezu J1 a J2

J1,2 =
Jy + Jz

2
±

√(
Jy − Jz

2

)2

+ J2
yz (26)

a stanovit přı́slušné hlavnı́ směry ϕ1 a ϕ2.
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5 DEMONSTRAČNÍ PŘÍKLADY

Př.1.: Stanovte kvadratické momenty obdélnı́kového a trojúhelnı́ko-
vého průřezu k osám procházejı́cı́mi stranami a k těžištnı́m osám vyu-
žitı́m definičnı́ch vztahů a Steinerovy věty.

a) Obdélnı́kový průřez

Osové kvadr. momenty Jy a Jz a deviačnı́ moment Jyz k osám y, z

Jy =

∫
ψ

z2 dS =

∫
ψ

z2 dydz =

b∫
0

dy

h∫
0

z2 dz =
bh3

3

Jz =

∫
ψ

y2 dS =

∫
ψ

y2 dydz =

h∫
0

dz

b∫
0

y2 dy =
hb3

3

Jyz =

∫
ψ

yz dS =

∫
ψ

yz dydz =

b∫
0

y dy

h∫
0

z dz =
b2h2

4
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Osové kvadratické momenty JyT a JzT a deviačnı́ moment JyT,zT k
těžištnı́m osám yT , zT

JyT = Jy −
(
h

2

)2

S =
bh3

3
− h2

4
bh =

bh3

12

JzT = Jz −
(
b

2

)2

S =
hb3

3
− b2

4
bh =

hb3

12

JyT,zT = Jyz −
b

2

h

2
bh =

b2h2

4
− b2h2

4
= 0

a) Trojúhelnı́kový průřez

Rovnice přepony

b(z)

b
+
z

h
= 1 → b(z) = b

(
1− z

h

)
y

b
+
h(y)

h
= 1 → h(y) = h

(
1− y

b

)
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Osové kvadr. momenty Jy a Jz a deviačnı́ moment Jyz k osám y, z

Jy =

∫
ψ

z2 dS =

∫
ψ

z2 dydz =

h∫
0

z2 dz

b(z)∫
0

dy =

h∫
0

z2 dz

b(1− zh)∫
0

dy =

=

h∫
0

z2 dz b
(

1− z

h

)
=

h∫
0

bz2 dz −
h∫

0

b
z3

h
dz =

bh3

3
− bh3

4
=
bh3

12

Jz =

∫
ψ

y2 dS =

∫
ψ

y2 dydz =

b∫
0

y2 dy

h(y)∫
0

dz =

b∫
0

y2 dy

h(1−yb)∫
0

dz =

=

b∫
0

y2 dy h
(

1− y

b

)
=

b∫
0

hy2 dy −
b∫

0

h
y3

b
dy =

hb3

3
− hb3

4
=
hb3

12

Jyz =

∫
ψ

yz dS =

∫
ψ

yz dydz =

h∫
0

z dz

b(z)∫
0

ydy =

h∫
0

z dz

b(1− zh)∫
0

y dy =

=

h∫
0

z dz
1

2
b2
(

1− z

h

)2

=
b2

2

 h∫
0

z dz −
h∫

0

2
z2

h
dz +

h∫
0

z3

h2
dz

 =

=
b2

2

[
h2

2
− 2

3
h2 +

h2

4

]
=
b2h2

24
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Osové kvadratické momenty JyT a JzT a deviačnı́ moment JyT,zT k
těžištnı́m osám yT , zT stanovı́me využitı́m Steinerovy věty

JyT = Jy − z2
TS =

bh3

12
−
(
h

3

)2
bh

2
=
bh3

36

JzT = Jz − y2
TS =

hb3

12
−
(
b

3

)2
bh

2
=
hb3

36

JyT,zT = Jyz − yTzTS =
b2h2

24
− b

3

h

3

bh

2
= −b

2h2

72

Př.2.: Stanovte polárnı́ kvadratický moment JP a osové hlavnı́ cent-
rálnı́ kvadratické momentyJy aJz kruhového a mezikruhového průřezu

a) Kruhový průřez

Polárnı́ kvadratický moment JP

JP =

∫
ψ

r2 dS =

∫
ψ

r2 · 2πr dr = 2π

R∫
0

r3 dr =
πR4

2
=
πd4

32
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Hlavnı́ centrálnı́ kvadratické momenty průřezu Jy a Jz se stanovı́ vy-
užitı́m známé relace mezi polárnı́m KM JP a osovými KM Jy a Jz a
dále osové symetrie kruhového průřezu

JP = Jy + Jz = 2Jy = 2Jz ⇒ Jy = Jz =
JP
2

=
πd4

64

b) Mezikruhový průřez

Při formulaci hledaných vztahů využijeme větu o podprůřezech

JP = J
ψD
P − J

ψd
P =

πD4

32
− πd4

32
=
π

32
(D4 − d4)

Jy + Jz = JψDy − Jψdy =
πD4

64
− πd4

64
=
π

64
(D4 − d4)
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Př.3.: Stanovte hlavnı́ centrálnı́ kvadratické momenty tenkostěnného
profilu dle obrázku s jednou osou symetrie.

Svislá osa z je osou symetrie průřezu a v souladu se základnı́mi cha-
rakteristikami symetrických průřezů je zárověň hlavnı́ centrálnı́ osou
zh KM. Druhá hlavnı́ centrálnı́ osa yh KM je k nı́ kolmá a procházı́
těžištěm průřezu T .

V prvnı́m kroku stanovı́me polohu zT těžiště průřezu

zT =
Uy
S

=

3∑
1
Uψi
y∑
Si

=
90 · 10 · 5 + 10 · 110 · 65 + 20 · 50 · 130

90 · 10 + 10 · 110 + 20 · 50
=

= 68, 67 mm
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Pro stanovenı́ KM k ose yh využijeme odvozeného vztahu pro osové
KM obdélnı́kových podprůřezů k lokálnı́m těžištnı́m osám yTi a přı́slu-
šnou Steinerovu větu

Jyh = JyT =

3∑
1

(
bih

3
i

12
+ z2

Ti
Si

)
=

=
90 · 103

12
+ (68, 67−5)2 ·90·10 +

10 · 1103

12
+ (68, 67−65)2 ·10·110 +

+
50 · 203

12
+ (130− 68, 67)2 · 50 · 20 = 8, 575 · 106 mm4

Pro stanovenı́ KM v ose zh využijeme odvozeného vztahu pro osové
KM obdélnı́kových podprůřezů k lokálnı́ těžištnı́ ose zTi, která je v
našem přı́padě z důvodu symetrie průřezu zároveň hlavnı́ centrálnı́
osou KM průřezu.

Jzh = JzT =

3∑
1

bih
3
i

12
=

10 · 903

12
+

110 · 103

12
+

20 · 503

12
= 0, 825·106 mm4

Jynzn = JyT zT = 0
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Př.4.: Stanovte hlavnı́ centrálnı́ kvadratické momenty průřezu s kruho-
vým otvorem dle obrázku

Algoritmus řešenı́:

1) Stanovı́me KM Jy, Jz a Jyz ke vhodně zvolenému základnı́mu sou-
řadnicovému systému x, y a vypočteme plochu průřezu S

Jy =
1

3
b1h

3
1 −

(
πd4

64
+ z2

T2
S2

)
+

(
1

36
b3h

3
3 + z2

T3
S3

)
=

=
1

3
· 120 · 603 −

(
π · 404

64
+ 302 · π · 404

4

)
+

+

(
1

36
· 120 · 303 + 702 · 120 · 30

2

)
= 16, 293 · 106 mm4
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Jz =
1

3
h1b

3
1 −

(
πd4

64
+ y2

T2
S2

)
+

1

12
h3b

3
3 =

=
1

3
· 60 · 1203 −

(
π · 404

64
+ 502 · π · 404

4

)
=

= 35, 613 · 106 mm4

Jyz = yT1zT1S1 − yT2zT2S2 −
b2

3h
2
3

72
+ yT3zT3S3 =

= 60 · 30 · 120 · 60− 50 · 30 · π · 402

4
− 1202 · 302

72
+

+40 · 70 · 120 · 30

2
= 15, 935 · 106 mm4

S =

3∑
1

Si = 120 · 60− π · 402

4
+

120 · 30

2
= 7, 743 · 103 mm2

2) Stanovı́me polohu těžiště yT , zT

zT =
Uy
S

=

∑
zTiSi
S

=
30 · 120 · 60− 30 · π·402

4 + 70 · 120·30
2

7, 743 · 103
= 39, 30 mm

yT =
Uz
S

=

∑
yTiSi
S

=
60 · 120 · 60− 50 · π·402

4 + 40 · 120·30
2

7, 743 · 103
= 56, 98 mm
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3) Stanovı́me KM k těžištnı́m osám yT a zT pomocı́ Steinerovy věty

JyT = Jy− z2
TS = 16, 293 · 106− 39, 302 · 7, 743 · 103 = 4, 334 · 106 mm4

JzT = Jz−y2
TS = 35, 613 ·106−56, 982 ·7, 743 ·103 = 10, 474 ·106 mm4

JyT zT = Jyz − yTzTS = 15, 935 · 106 − 56, 98 · 39, 30 · 7, 743 · 103 =

= −1, 404 · 106 mm4

4) Stanovı́me polohu ϕh hlavnı́ch centrálnı́ch os KM

ϕh = ϕI =
1

2
arctan

(
−2JyT zT
JyT − JzT

)
=

=
1

2
arctan

(
−2 · (−1, 404) · 106

4, 334 · 106 − 10, 474 · 106

)
= −12, 29◦

5) Stanovı́me hlavnı́ centrálnı́ KM Jyh, Jzh průřezu

Jyh = JyT cos2 ϕh − JyT zT sin 2ϕh + JzT sin2 ϕh =

= 4, 334 · 106 · cos2(−12, 29◦)− (−1, 404) · 106 · sin(2 · (−12, 29◦)) +

+ 10, 474 · 106 · sin2(−12, 29◦) = 4, 028 · 106 mm4

Jzh = JyT sin2 ϕh + JyT zT sin 2ϕh + JzT cos2 ϕh =

= 4, 334 · 106 · sin2(−12, 29◦)− (−1, 404) · 106 · sin(2 · (−12, 29◦)) +

+ 10, 474 · 106 · cos2(−12, 29◦) = 10, 780 · 106 mm4

Z porovnánı́ vypočtených hodnot plyne, že maximálnı́ a minimálnı́
hlavnı́ centrálnı́ KM jsou rovny J1 = 10, 780 · 106 mm4 a J2 = 4, 028 ·
106 mm4. Poloha přı́slušných hlavnı́ch os 1 a 2 je vyznačena na obrázku.
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Výpočet hlavnı́ch centrálnı́ch KM lze rovněž stanovit pomocı́ vztahů
plynoucı́ch z Mohrovy kružnice

J1,2 =
JyT + JzT

2
±

√(
JyT − JzT

2

)2

+ J2
yT zT

=

=

4, 334 + 10, 474

2
±

√(
4, 334− 10, 474

2

)2

+ (−1, 404)2

 · 106 =

=

{
10, 780 · 106 = J1

4, 028 · 106 = J2

Rychlejšı́ a názornějšı́ cestou jsme tedy dospěli ke stejným výsledkům.
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